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基于 GUIG-MCP 的快速低秩矩阵补全算法
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 摘　要                 谱正则化是一种广泛使用的通过正则化矩阵奇异值来恢复低秩矩阵（low-rank matrix recovery, LRMR）的

方法，主要应用于图像恢复、推荐系统等问题上，大多数现有的 LRMR 求解器通过在稠密矩阵上应用

奇异值分解（SVD）来迭代计算奇异值，但避免不了高昂的计算成本且限制了大规模问题的应用。文章

旨在突破现有 LRMR 算法的计算成本高，计算效率低的问题。提出一种基于 GUIG-MCP（generalized 

unitarily invariant gauge minimax concave penalty）的 LRMR 算法。首先，将问题表示为双线性变分问题，

同时引入了 Nesterov 动量与幂策略加速方法，设计了基于加速近端交替线性最小化（Accelerate-PALM）

的加速迭代流程，避免了显式的 SVD 计算，降低了计算复杂度并提升了恢复效率。其次，引入 MCP

嵌入广义酉不变函数（GUIG）作为非凸正则化项，利用 MCP 的闭式近似收缩特性，为因子矩阵的列

范数构造了高效的闭式解，保证了非凸优化的数值稳定性与近似无偏性。通过对模拟数据以及公开的数

据集进行广泛实验，在不同丢失率的场景下，GUIG-MCP 算法模型在图像恢复的时间以及细节的处理

上都具有优势。   
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 0  引言

低秩矩阵补全问题 [1] 广泛出现在图像恢复、推荐系统、视

频去噪等领域。其核心目标是仅在观测部分矩阵元素的前提

下，恢复原始的低秩矩阵结构。该问题本质上是一个非凸、NP

难的问题，直接求解矩阵秩极为困难，因此许多研究工作者采

用对秩函数的替代正则化形式进行近似，如核范数、Schatten-p

范数等 [2]。从数学上讲矩阵的谱正则化问题可以表示为：

                                    （1）

式中：f 是 Rm×n 中具有 Lf-Lipschitz 连续梯度的有界光滑函数，

σ(X) 是在 Rm×n→Rd 中对矩阵 X 提取的奇异值，g 是在 Rd→R

中的一个稀疏正则化函数，符号 ° 是 g 作用于 σ(X)，可表示

为 。

但这类方法需要在每次迭代中计算奇异值（SVD）分解，

对稠密矩阵的复杂度高 O(mn, min(m, n))，同时存储矩阵 X 为

O(mn) 计算成本较为高昂。

为了解决上述的问题，Jia 等 [3] 提出了广义酉不变规范

函数（Generalized Unitarily Invariant Gauge）的算法框架，该

框架将一类广义非凸谱函数统一建模为奇异值函数的泛化形

式，有效地覆盖了核范数、Schatten-p 范数等多个低秩先验。

在此基础上进一步摆脱了对 SVD 的依赖，通过双线性分解与

无 SVD 更新策略降低了计算复杂度。然而，GUIG 框架中的

正则函数 g(x) 选择对恢复性能具有重要的影响，当前缺乏一

种在保持稀疏性、非偏性、连续性等统计性质的同时，又具

备高效闭式近端操作的非凸正则。

本文在 GUIG 框架下引入具有良好稀疏性和近似无偏

估计能力的最小最大凹惩罚函数（minimax concave penalty, 

MCP）[4]，提出了一种新的 GUIG-MCP 低秩矩阵补全算法。

MCP 在向量稀疏建模中已经被证明兼具稀疏性与无偏性质

具有明确的近端映射表达式，具备良好的优化可解性，利用

MCP 的闭式近端算子，能对因子矩阵列范数进行高效更新，

并保留数值稳定性。同时，本文提出一种结合 Nesterov 动量

与幂策略加速方法，基于 PALM 的加速近端交替线性最小化

（Accelerate-PALM）迭代策略。本文提出的方法避免了显式

的 SVD 操作，极大降低了计算复杂度，提升了恢复效率。

 1   广义酉不变规范（GUIG）理论基础

1.1   GUIG 定义与低秩等价性

  GUIG（generalized unitarily invariant gauge）的概念由
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Jia 等 [3] 提出，旨在解决大多数 LRMR 求解器在稠密矩阵上

需要应用奇异值分解来进行恢复，从而造成计算成本过于高

昂的问题。

GUIG 函数是一种矩阵低秩度量函数。给定矩阵

X ∈ Rm×n，Gg(·): R
m×n→Rd，其 GUIG 定义为： 

   （2）

式中：rank(X) ≤ d ≤ min{m, n}，且 g(·): R→R为凹函数。与

传统的谱函数不同，Gg(·) 不直接作用于奇异值，但是可以通

过低秩等价性定理关联奇异值。

给 定 矩 阵 X ∈ Rm×n， 若 且

rank(X) ≤ d，则表示为：

                                    （3）

如果函数 g 可以满足以下条件则可以成立：

（1）g 是一个凹的并且能够在 (0,+∞ ) 单调增；

（2）θ(t) = g(et) 是一个凸函数。

从这一等价性可以看出 GUIG 框架统一了多种谱正则化

方法。

1.2  双线性变分等价

虽然谱函数直接作用于奇异值形式清晰，但在优化时

不能避免计算，GUIG 可以转化为双线性分解的形式，给定

GUIG 的函数 Gg，当 g 满足以下定理时就可以很容易构造出

来双线性分解的形式。

若存在函数 g1 和 g2 使得 g(z) = min g1(a)+g2(b)，z = ab，

则其双线性形式可以表示为：

   （4）

式中：U·i 和 V·i 是矩阵 U 和 V 的第 i 列。

该模型将原来的问题转化为对因子矩阵 U 和 V 的优化问

题，其优势在于：

（1）避免了显示的 SVD 计算，只需要矩阵乘法；

（2） 存 储 的 复 杂 度 从 O(mn) 降 为 O((m+n)d)，d≪ 

min(m, n)。

2  MCP 正则化的 GUIG 扩展

2.1  MCP 函数阈值特性分析

MCP（minimax concave penalty）这一正则化方法主要用

于解决高维统计中的变量选择问题，旨在平衡 Lasso 方法的

偏差问题，其函数形式为分段函数，当变量绝对值小于阈值

时呈现凹性，超过阈值后惩罚不再增加，从而避免过度压缩

参数，广泛应用于机器学习，图像处理等领域 [5]。

给定参数 λ > 0，θ > 0，则 MCP 函数定义为：

                                                   （5）

其中：

                    （6）

根据上述公式，可以得出 MCP 具有以下性质：

（1）φ(θ, λ, t) 关于 t 是偶函数；

（2）MCP 在 t ∈ [0, θλ] 上是光滑的，单调递增的。

事实上，在 [0, θλ] 上 φ(θ, λ, t) 关于 t 是开口向下的二次

函数，其对称轴为 t=θλ，并在 t=θλ取得最大值；在 [θλ, +∞)

上 φ(θ, λ, t) 关于 t 是常数函数。这种特点使其方便用来逼近

L0 范数，此时 λ > 0 是惩罚参数，θ > 0 是调节参数。

2.2  GUIG-MCP 模型构建与理论优势

将第一节中 GUIG 的谱正则 中的泛函

数 g 特化为 MCP，即：

                                    （7）
则根据 GUIG 与谱函数等价可知该构造满足 GUIG 的凹

性与单调条件。

进一步借助式（4）的双线性表示，引入因子分解，可

等价优化问题，即：

    （8）

矩阵补全的目标是从其部分观察中完成一个低秩矩阵。

由式（8）将矩阵补全的问题表述为：

   （9）

式中： 。

在 GUIG-MCP 中在避免了显示 SVD 计算的同时，具

有近似无偏性对小奇异值或列范数有明显压缩作用，促使

产生低秩解，在恢复中具有显著的优势，相较于核范数或

者 Schatten-p 范数，其设计更加贴合稀疏低秩结构的自然

分布。

2.3  因子矩阵列范数子问题闭式解推导

在近端线性交替最小化迭代中，每一步需要交替更新 U

和 V。以固定 V 更新 U 为例，将第 i 列的问题表述为：

                                 （10）

式中： 为梯度线性化之后的中间变量，根据此前计算的阈值

特性，其解即：

 （11）

同理可得对 V 的更新闭式计算。由此，近端交替线性最

小化全过程只需要矩阵进行上述阈值操作，即可高效推进，

避免了显式的 SVD 计算。
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3  基于 Accelerated-PALM 的优化算法 

为了有效求解 CUIG-MCP 所构建的双线性非凸优化模

型，本文采用基于 PALM（proximal alternating linearized min-

imization）框架的交替更新策略 [6]，同时引入两种加速机制：

Nesterov 动量（提升外循环收敛速度）与幂方法（压缩奇异

空间，避免高秩冗余），以实现整体计算效率与数值稳定性

的显著提升。

3.1  Nesterov 动量加速外循环收敛

传统的 PALM 方法在每轮更新中以“当前变量”为基础

进行近端迭代，在实际中可能会出现震荡或者缓慢收敛的现

象。为此引入 Nesterov 动量加速机制。

对于 Nesterov 动量加速，引入外推提升收敛速度：

                                  （12）

其中： ， 。

然后使用 , 来执行每一步的近端更新操作，该加速策

略在凸情形下达到 的收敛率，在非凸问题中可明显提

升收敛速度。

3.2  幂策略压缩奇异值空间维度

为了进一步降低因子维度 d，避免对高秩成分建模冗余，

引入幂方法（power method）对观测矩阵构造了主奇异子空

间的近似基，在更新迭代之前对因子矩阵进行初始化。

幂方法是一种经典的低秩子空间提取算法，基本思想就

是利用对称矩阵的幂次迭代放大主奇异方向，从而逐步抑制

次要方向。算法 1 中给出了使用幂策略加速方法的伪代码。

算法 1：幂策略的加速方法

输入：观测矩阵 M ∈ Rm×n
，估计秩 K，随机矩阵 R ∈ Rn×k

输出：因子矩阵 U0、V0

1. Y = MR

2. Q = QR(Y)                                                         QR 分解

3. for  i = 1∶j
4.   Y =M(MTQ)；

5. Q = QR(Y)                                             QR 分解

6. end for

7. 输出 Q

8. [U, S, V]=svd(QTM)；

9.                     得到初始化因子矩阵 

4  实验

在本节中，通过具体的实验展示 GUIG-MCP 与其他典型

的竞争方法在彩色图像恢复任务中的恢复效率与性能。

4.1  实验参数设置

数 据 集： 使 用 BSDS（berkeley segmentation dataset）

作 为 数 据 库。 实 验 采 用 的 图 片 大 小 为 321×481×3 或

481×321×3。对每个颜色通道独立建模与恢复。为了模拟信

息缺失，随机丢弃原图像中 55% 的像素点，并保持掩膜在所

有的对比算法中一致，使用 PSNR 值的大小来衡量图像恢复

的精度。使用的竞争方法包括传统 GUIG_L0，MC_LogDet

以及本文的 GUIG-MCP 方法。

图 1 从左至右为四张图片，每一列从上到下依次为：

原图、缺失图像、GUIG_L0、MC_LogDet、GUIG-MCP。

（a）

（b）

（c）

（d）

（e）

图 1  对比结果

4.2  实验结果及分析

所有竞争方法的恢复结果如图 1 的（e）行所示，各个恢

复图像的平均 CPU 时间如表 1 所示。可以看出，本文方法在

大多数情况下恢复的速率更快。

表 1  图 1 中各个恢复的图像 CPU 所用的时间（单位：s）

图像 1 2 3 4

GUIG_L0 3.93 3.96 5.11 3.96

MC_LogDet 4.73 3.37 4.72 4.30

GUIG-MCP 2.48 3.24 3.23 3.24

在实验过程中，随机抽取了一幅图展示出本文设计的基

于加速近端交替线性最小化的迭代流程在快速收敛上所呈现

的效果，如图 2 所示，可以明显看出 GUIG-MCP 能够快速地

收敛到一个较好的数值。

迭代时间 /s

PS
N

R
/d

B

图 2  不同算法 PSNR 随迭代时间的变化曲线
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所提出的方法不仅在效率上得到了提升，在最终的图像

恢复精度上也有些许的提升，在表 2 中可以看出图 1 中图像

恢复的 PSNR 值，GUIG-MCP 的快速低秩矩阵补全的方法对

缺失的彩色图像能够恢复到一个较好的效果。

表 2  图 1 中各个图像恢复的 PSNR(dB)

图像 1 2 3 4

GUIG_L0 34.10 38.66 32.60 41.13

MC_LogDet 18.30 24.50 20.92 25.7

GUIG-MCP 34.84 39.10 32.73 41.89

5  结论

从 BSDS 数据集随机选择彩色图像作为测试集对传统的

GUIG_L0 矩阵补全方法与 MC_LogDet 矩阵补全方法进行实

验分析比较。实验数据表明，所提 GUIG-MCP 方法，同时结

合了 Nesterov 动量和幂方法的一种加速近端交替线性最小化

方法提升了整体的计算效率。
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