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基于广义 Grassmann 流形的字典学习算法研究
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 摘　要             为提升图像分类任务的准确性与鲁棒性，文章提出一种基于广义 Grassmann 流形的稀疏表示分类算法

（H-gDL）。针对传统方法处理图像数据时忽略局部邻域信息的缺陷，通过引入广义矩阵模型与循环卷

积乘法，将图像数据建模为广义 Grassmann 流形上的点，实现对图像结构特征的高效捕捉。在此基础

上，结合字典学习与投影嵌入技术，将稀疏编码问题转化为广义流形上的优化问题，并通过离散余弦变

换（DCT）进行频域优化，有效提升算法计算效率。在 ETH-80、RGB-D 及 YOLOv5 手势数据集上的

实验结果表明，H-gDL 算法的分类准确率显著优于多种传统 Grassmann 流形基对比方法，且在复杂、

非规则数据集上展现出更强的鲁棒性。   
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0  引言

分类任务作为机器学习和数据分析领域中最基础最常用

的任务，核心在于根据不同数据的独有特征，通过预先设定

好的分类方式自动划分到预先定义好的各个类别中。伴随着

层出不穷的新技术，不同格式的图片、视频数据正在改变人

们的生活。如果不能对它们进行有效的分类，大家在寻找各

自感兴趣的内容时无异于大海捞针。因此，图像分类成为一

项重要的任务。

在最新的研究中，神经网络和深度学习方法在图像分类

任务中得到了广泛的应用。Kim 等 [1] 提出了一种基于边缘标

记图的神经网络（EGNN）用于小样本学习。通过在边缘标

记图上适配深度神经网络，突破了以往图神经网络（GNN）

在小样本学习中依赖节点标记框架的传统。该机制通过迭代

更新边标签，直接利用类内相似性和类间差异性，从而提升

了聚类质量。Li 等 [2] 提出了一种新的深度度量学习方法来解

决多标签图像分类问题。为了更好地学习图像之间的特征以

及图像特征与标签之间的关联，尝试设计一个潜在空间，在

该空间中，图像和标签分别通过两个独立的深度神经网络进

行嵌入。此外，再引入一个重构模块，用于恢复正确的标签，

并将其作为正则化项融入整个框架，从而使标签嵌入空间更

具代表性。

不同于神经网络类方法，线性子空间可以良好地表征复

杂变化，因此使用流形来进行图像分类工作也获得了巨大的

成功。Zhang 等 [3] 提出一种格拉斯曼流形上的概率协同表示

的新方法，从概率的视角阐释了图像集分类机制，通过实验

证明了其在人脸识别与物体识别方面所具有的优异鲁棒性和

有效性。Wang 等 [4] 提出了一种多几何视角的图像集建模新

算法，通过设计多核度量学习框架将混合核嵌入公共低维子

空间以提升分类效能。Wei 等 [5] 提出了一种面向图像集分类

的 Grassmann 重建度量学习（GRML）算法，并以稀疏表示

分类器（SRC）作为指导。并且进一步给出了 Grassmann 重

建多核度量学习（GRMKML）算法。在其所选择的八个基准

数据集上进行了大量实验，验证了所提算法的性能显著优于

现有的最佳方法。

然而，上述方法在实际应用中，往往将图像中的每一个

数据作为一个独立的元素进行运算，忽视了其内在包含的邻

域约束信息，具有一定局限性。针对这个问题，本文提出了

一种基于广义 Grassmann 流形的稀疏表示分类算法。利用广

义 Grassmann 流形的数学模型来重建原始图像信息，并将基

于 Grassmann 流形的 gDL 算法升阶为 H-gDL 算法。相对于

传统算法，H-gDL 算法可以有效地利用邻域信息进行图像分

类工作。

本研究通过实验验证了 H-gDL 算法相较于传统算法拥有
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更高的准确性，且在多个数据集上表现出了较好的稳定性和

鲁棒性。

1  广义 Grassmann 流形

假设矩阵 A ∈ CD×p（0 < p < D）各列相互正交，即满

足 AHA = Ip，则称 A 是 Stiefel 上的点。全部满足上述条件的

CD×p 矩阵的集合称为 Stiefel 流形，用符号 St(D, p) 表示，即：

                    （1）

假定有任意正交矩阵 W ∈ Cp×p 对矩阵 A 做投影，则可以

得到一个矩阵合集：

   （2）

对于集合中的任意一个矩阵都可以张成同一个子空间，

即集合中的所有矩阵都是 A 的等价类。

由此，可以得到 Grassmann 流形的定义，Grassmann 流

形中的点由 Stiefel 流形中可以张成相同列空间的矩阵组成，

即 Grassmann 流形是 Stiefel 流形的一种商流形。Grassmann

流形用符号 Gr(D, p) 表示为：

    （3）

对于子空间 ，其之间

的距离在一般情况下显然不等于欧氏距离，而应该是测地线

距离。由于测地线距离的计算复杂度较高，因而一般选择主

夹角向量的余弦 取反余弦之后计算 L2 范

数进行近似计算。

参考 Liao 等 [6] 的论文，若有广义矩阵 ，

满足 ，其中 ， 为广义

标量的大小，D1×D2 为广义矩阵的大小， 为广义矩阵使

用循环卷积乘法代替传统矩阵的乘法。因此，广义矩阵的乘

法不同于传统矩阵，满足乘法交换律。所有满足上述条件的

广义矩阵构成的集合称为广义 Stiefel 流形，即：

  （4）

式中：StT 表示广义 Stiefel 流形。

对于所有满足 的矩阵，其中 。

若有：

   （5）

式中： 。由此得到的集合可以张成同一个广

义子空间，进而得到广义 Grassmann 流形的定义：

 （6）

式中： 。

与传统矩阵不同，由于广义 Grassmann 流形是以广义矩

阵为数学基础构成的，因此，在计算两个广义子空间距离时，

得到的主夹角向量的余弦 是一个广义向量，

。因此，需要计算每一个广义标量的 L2

范数作为最终得到的主夹角向量的余弦值再进行测地线距离

的计算 [7]。

2  广义 Grassmann 流形字典学习

2.1  字典学习

假设在向量空间中存在一个需要从字典中查询的向量x，

字典中的向量使用 di 进行表示。则有 ，其中 yi 为

各个字典元素的权重，满足 。

给定目标向量 x 和字典 , 其中 D = {d1, d2,…, dn }，字典

中的元素 di ∈ Rd，字典学习的目标即为最小化一组有限的观

测值 的总成本，对于所有的观测值都有一个最小的编码

误差 xi，同时产生一个具有期望结构的系数 yi，即：

                   （7）

2.2  广义 Grassmann 流形字典学习分类算法

基于上述理论，可以得到广义 Grassmann 流形中的字典

学习目标函数

   （8）

式中： ， 是广义 Grassmann 流形中的距

离度量，C 是一个编码函数，为每一个系数和字典元素分配

一个空间 M 中的元素。

在编码部分，选择使用投影嵌入，将广义 Grassmann 流

形嵌入对称矩阵空间中。投影嵌入此前已用多视图信息与图

像分类 [8] 和多源时间序列聚类 [9] 中。

假设 PSGrT(d, p) 是一个秩为 p 的 d×d 幂等对称广义矩阵

的集合，投影嵌入 由

给出，在后文中，使用 来代替 ，此外， 表示

Frobenius 内积，如 。

字典编码的基本概念是将空间中的某个点表示为空间中

其他元素的线性组合，然而在流形中，并没有线性组合的概

念。因此，需要找到一种适用于流形的方法来让子空间 可

以被其他子空间 来表示。参考 Harandi 等的工作，选择使用

Karcher 平均值，其规定黎曼流形 上的点 和权重 ，能

使得 最小的点 称为权值为 的点 的加权

Karcher 平均值。

为了简化计算，提高运算效率，选择使用弦度度量 dchord

来代替式（8）中的测地线距离 dg，用公式表示为：

                    （9）

在使用 dchord 代替后 dg，Karcher 平均值转化为加权弦度

均值，与 Karcher 均值相比，Grassman 流形上的加权弦度均

值具有简单的封闭形式。

给定一个包含原子 的字典 和一个目标样
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本 ，稀疏编码的问题可以被重新定义为：

              （10）

展开式（10）中的 Frobenius 范数项会得到 y 的凸函数：

                  （11）

通过将 定义为目标广义子空间 和字

典原子之间相似度的 N 维向量， 定义为字

典原子之间相似度的 N×N 对称矩阵可以将式（11）修改为：

 （12）

又因为，对于所有的 v ∈ Rd 均满足：

 （13）

因此， 是正定的，所以问题是凸的，可以有效求解。

式（12）中的问题可以转化为矢量化的稀疏表示编码问

题。设 UΣVT 为 的高阶奇异值分解（T-SVD）[6] 的结果，

式（12）可以被改写为：

                 （14）

式中： 。

算法 1 提供了执行广义 Grassmann 流形字典学习算法

（H-gDL）的伪代码。

算法 1  H-gDL

输出：稀疏编码结果 y*

1. 初始化

2. 对 i, j 从 1 到 n 进行循环

3. 计算

4. 结束循环

5. 对 进行 T-SVD 分解得到，得到

6.

7. 对 i 从 1 到 n 进行循环

8. 计算

9. 结束循环

10.

11.

输出：分类结果 

2.3  优化

虽然在算法中，使用了各种方法来进行优化。然而，由

于广义矩阵的特殊数学模型，原矩阵运算中的乘法全部都要

使用循环卷积乘法来进行运算。因此，对于模型的优化也是

势在必行。

对于一个广义矩阵 对其进行离散余弦变

换，用公式表示为：

                                  （15）

式中：A' 为经过 DCT 变换后得到的 的频域形式，1T1 为 n

模式乘法，T 为 DCT 变换矩阵，T 中的元素用公式表示为：

                 （16）

经过 DCT 变换后，广义矩阵的每一个广义标量的元素

被转换为原广义标量在不同频率下的幅度。因此，经过 DCT

变换，广义矩阵可以按频率进行切片，从原本的 I1×I2×…×In 

×D1×D2维转化为 I1×I2×…×In个相互独立的D1×D2大小的矩阵。

由于广义矩阵的独特机制，两个广义矩阵的循环卷积乘

法可以由经 DCT 变换之后的对应频率矩阵之间的乘法得到

的乘积做反 DCT 变换得到。因此，在算法中引入这一机制，

对算法进行优化。

使用 A'j 表示广义矩阵 A 经 DCT 变换后得到的第 j 个频

点的切片，其中 j = 1, 2, …, I1×I2×…×In。所使用的伪代码如

算法 2 所示。

算法 2  优化后的 H-gDL 算法

输入：广义 Grassmann 流形字典 ，目标流形

点

输出：稀疏编码结果 y*

1. 初始化将广义 Grassmann 流形 与 经 DCT 变换转

化为 与

2. 对每个切片执行算法 1 得到 y*
j

3. 计算 y*
j 的众数视为最终分类结果

输出：分类结果

3  实验

在本文中，选择了 3 个不同的公开数据集，与其他五个

关于 Grassmann 流形的图像分类算法进行了对比，即测底线

距离的 1-NN 算法、GDA 算法 [10]、RMML 算法 [11]、gSC 算法、

MRMML 算法。为了保证公平，对数据集上的数据进行统一

处理。

3.1  数据预处理

由于所选择的数据集均按照相同的时间序列进行排序，

因此在构建 Grassmann 流形和广义 Grassmann 流形时均将同

一个时间序列下的所有图片作为一个集合进行流形计算。

假设一个集合含有图像 {x1, x2,…, xn}，其中 n 为图片的

数量，将每一张图像 xi 向量化得到 xi ∈ RD，其中 D 为向量

化之后的维度。这样，集合就变成了 X ∈ RD×n 的数组。可以

通过对数组 X 进行 SVD 分解选择 U 的前 p 列，得到 p 维的

线性子空间，即 svd(X)=USVT。

对于广义 Grassmann 流形，对每一张图片进行零值边界

扩展用来保留图像的边缘信息。通过使用预设的滑动窗口，



2026 年第 6 期32

计算机应用 信息技术与信息化

遍历整个数据空间提取局部空间特征块作为广义标量构建基

于原始图像数据的广义矩阵。使用高阶奇异值分解得到广义

线性子空间。具体过程参考文献 [5]。

3.2  评估设置

3.2.1  数据集

ETH-80 数据集包含了来自 8 个不同类别的视觉对象图

像，这些类别包括苹果、汽车、奶牛、杯子、狗、马、梨和番茄。

每个类别包含 10 个不同的对象实例，且每个对象实例都有从

不同视角拍摄的 41 张图像。选择每个种类中的 2 个对象作为

探针集，剩余的对象作为测试集。

RGB-D 数据集中包含 300 个对象，这些对象来自 51 个

种类的物品，每个对象都包含数百张从不同角度采集的照片。

每次实验随机选择其中的 6 个种类的物品用于实验。每个种

类中随机选择 25% 的对象作为探针集，剩下的对象作为测试

集。

YOLOv5 手势数据集包含了从 0~9 总共 10 种手势变化，

每个手势约 200 张图片，总计 1 900 张图片，所有图片均在

单一背景下拍摄。每次实验随机剔除一种手势，其他手势中

每 20 张图片分为一组作为一个对象，最终选择每种手势的 3

个对象作为探针集，剩余的对象作为测试集。

在本文的实验中，所有图片均调整为 20×20×3。图 1~3

分别展示了三个数据集中的部分图片。

图 1  ETH80 数据集部分图片

图 2   RGB-D 数据集部分图片

图 3   YOLOv5 数据集部分图片

3.2.2  评价指标

在实验中，选择分类准确率作为评价指标，用公式表

示为：

                                  （17）

式中：sampleall 代表总样本数，samplecorrect 代表正确分类的样

本数。

3.2.3  参数设置

本文提出的算法中，共包含 {t-size, λ, nAtoms, p}4 个参数。

t-size 表示广义矩阵中 t 标量的大小，设置为 R3×3；λ为稀疏表

示的正则化参数设置为 1e-1；nAtoms 表示字典学习中字典原

子的数量，设置为探针集总数的 75%；p 为线性子空间的维度，

统一设置为 12，即构成的流形中的子空间的维度为 RD×12。 

3.3  结果

表 1 展示了 H-gDL 算法和其他对比算法在 3 个数据集上

的分类准确率。从表中的信息可以看出，提出的算法在每个

数据集上均优于其他算法，尤其是在 RGB-D 这种不规则数

据集上，通过在建模阶段通过广义矩阵提高了对邻域信息的

利用率，最终算法准确率得到了大幅度的提升。

表 1  3 组数据集上不同算法的分类准确率

单位：%

ID Methods ETH80 RGB-D YOLOv5

1 1-NN 84.296 8 78.555 5 90.870 3

2 GDA 84.484 3 78.527 0 90.574 0

3 RMML 85.109 7 78.583 3 93.980 0

4 gSC 85.484 7 77.083 1 94.814 0

5 MRMML 85.940 0 72.222 0 93.148 0

6 H-gDL 86.703 8 85.055 1 97.224 0

此外，本文还测试了三个数据集在不同字典规模 l 与正

则化参数 λ条件下的分类准确率。在本项实验中，选择的

字典规模 l 分别为训练集规模的 [15%, 30%, 45%, 60%, 75%, 

90%]，正则化参数 λ为 [0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9]。

最终得到的实验结果通过热图形式的三维折线图进行展示，

如图 4~6 所示。

分
类
准
确
率

/%

l λ

图 4  ETH80 数据集参数测试实验结果
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类
准
确
率

/%

l λ

图 5  RGB-D 数据集参数测试实验结果

分
类
准
确
率

/%

l λ

图 6  YOLOv5 数据集参数测试实验结果

从图中可以看出，算法的分类准确率随着字典原子数 l

的提高和正则化参数的提高 λ得到了更为优异的表现。另一

方面，这种关系并非线性的，根据数据集的不同，每一组数

据集分别在不同的参数设置下出现性能拐点，在拐点之前提

高参数的数值会使得分类准确率快速提高，过了拐点之后，

更大的参数设置仅会对分类性能造成较小的影响。

4  结论

本文围绕图像分类任务中如何有效利用图像的局部结

构与邻域信息这一关键问题展开研究，提出了一种基于广义

Grassmann 流形的字典学习分类算法（H-gDL）。

首先，本文详细阐述了广义 Grassmann 流形的数学理

论基础，通过引入广义矩阵模型和循环卷积运算，成功地将

传统 Grassmann 流形上的线性子空间方法推广至能够处理局

部特征的结构化数据形式。在此基础上，构建了广义 Grass-

mann 流形上的字典学习目标函数，并利用投影嵌入与弦度量

逼近的方法，将复杂的流形稀疏编码问题转化为可高效求解

的凸优化问题。

为了提升算法效率，本文进一步提出了一种基于离散余

弦变换（DCT）的优化方法。该方法通过将广义矩阵分解为

多个独立的频域切片进行并行处理，显著降低了广义矩阵循

环卷积乘法的计算复杂度。

在实验部分，本文在 ETH-80 数据集、RGB-D 数据集和

YOLOv5 手势数据集上，将本文提出的 H-gDL 算法与多种

基于流形的主流分类算法进行了全面对比。实验结果表明，

H-gDL 算法在所有数据集上均取得了最高的分类准确率，尤

其在背景复杂、分辨率大小不一的 RGB-D 数据集上性能提

升最为显著，充分证明了该算法在获取图像特征、提升模型

鲁棒性方面的优越性。此外，对不同大小的字典规模和正则

化参数进行对比试验，也为算法的实际应用与参数设置提供

了有价值的指导。
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面向复杂教学场景的教师行为检测算法优化研究
任甜甜 1 

REN Tiantian    

 摘　要               针对“三班联播”复杂教学场景中多视角遮挡、高并发推流与边缘算力受限导致的教师行为漏检问题，

文章提出一个轻量化 - 高鲁棒 - 可解释三位一体优化框架。设计 Dual-FPN+CBAM 遮挡感知检测头，将

板书 / 手臂多尺度梯度与空间通道双注意力耦合，提升极端姿态召回；构建 TSMini-TCN 分离空洞时序

网络，在 RK3399 边缘盒实现 27 ms 延迟、3.8 W 功耗；引入 Transformer 双通道编码器建模教师 - 学生

空间关系，输出五维交互特征。进一步通过边缘实时推流 + 云端知识蒸馏协同，实现周级云端自更新与

月级边缘热更新。实验表明，所提方法 mAP@0.5 达 84.7%，领先次优算法 6.2%，帧率 FPS 保持 36 帧 /s，

异常报警率低于 0.3%，可用性评分 4.6/5，满足学期无人值守运行需求。   

 关键词                  教师行为检测；轻量化网络；遮挡感知；边缘 - 云协同；教学场景     
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0  引言

智慧教室的大规模部署对教师行为实时分析提出迫切需

求，然而多摄像机并发、板书遮挡与边缘算力受限导致现有

算法在召回率、时延与功耗之间难以兼顾。传统两阶段检测 -

分类方案依赖高分辨率输入与深度主干，在课堂高遮挡场景

下召回率迅速下降，且边缘设备持续运行功耗接近无风扇散

热极限 [1]。如何在保证精度的前提下压缩计算与存储开销，

成为制约系统落地的关键瓶颈。本文面向“三班联播”复杂

教学场景，提出系统化算法优化框架，从遮挡感知检测、轻

量化时序建模、空间关系到边缘 - 云协同部署展开研究，旨

在为智慧教育提供可复制、可扩展的技术路径。

1  复杂教学场景需求与教师行为检测瓶颈

在“三班联播”智慧教室场景中，教师需在 3 间物理教

室同步授课，摄像机阵列覆盖讲台、板书区与学生区，形成

多视角、高并发、强遮挡的复杂视频流。传统检测模型通常

以单视角、无遮挡假设为前提，当教师低头调试实验器材、

背身书写板书或半身被讲台遮挡时，可见关键特征面积骤减，

导致召回率显著下降 [2]。对 2 000 min 原始录像逐帧标注后发

现，低头、背身、板书遮挡三类极端姿态共出现 37% 的帧，

对应基线 YOLOv5s 模型的召回率跌至 68% 以下，误检则主

要集中于学生人头与投影高光区域，说明空间上下文与遮挡

[10] Hamm J, Lee D D .Grassmann discriminant analysis: a uni-

fying view on subspace-based learning[C]//Proceedings of the 

25th International Conference on Machine Learning (ICML 

2008). NewYork: ACM, 2008:376-383.

[11] Zhu Pengfei, Cheng Hao, Hu Qinghua,et al.Towards general-

ized and efficient metric learning on riemannian manifold[C]//

Proceedings of the 27th International Joint Conference on 

Artificial Intelligence (IJCAI-18). Stockholm: IJCAI, 2018: 

3168-3174.
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