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基于 p-Laplacian 的多类均衡聚类算法
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 摘　要                传统谱聚类算法在面对多维度、非线性复杂数据时聚类效果表现不佳，p-Laplacian 算子的引入一定程度

上缓解了此类问题，然而基于 p-Laplacian 的谱聚类方法只依据第二特征向量，主要是以二分类的递归

方式不断更新聚类结果，导致在面对多类聚类问题时聚类效果不稳定的情况。因此，文章基于上述研究

提出一种基于 p-Laplacian 的自适应聚类的多类聚类方法，该方法优化了权重矩阵求解方法，创新性选

择多个特征向量分别进行聚类，最后根据投票原则进行最终聚类得到更为均衡稳定的聚类结果。   
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0  引言

随着机器学习的日益发展，聚类方法的研究也在不断优

化改进。聚类作为一种无监督学习，不需要提前知道数据的

真实标签类别，根据数据间的内部关系将数据分为几类 [1]，

使其在同一类别中的数据点相似性最大，在数据分类中有着

广泛应用 [2]。传统的聚类方法有：K-means、DBSCAN 等 [3]，

这些聚类方法原理简单，主要根据距离或密度进行分类，在

面对非球形簇或较为复杂的数据类型时并不适用 [4]。而当前

流行的谱聚类算法通过对数据的相似性进行谱分解，一定程

度上提高了聚类的准确性和稳定性 [5]，但在面对高维复杂数

据和非线性数据时，同样出现了准确率下降的问题。p-Lapla-

cian 算子 [6] 的引入一定程度缓解了这种问题，但其在多类聚

类问题上聚类表现不稳定。

本文在基于 p-Laplacian 的谱聚类方法的基础上，对其输

入特征向量进行改进，采用多个特征向量进行聚类后再对结

果进行聚类，在面对多类聚类时，效果更加均衡，结果更加

稳定。

1  相关工作

基于 p-Laplacian 的谱聚类方法在面对非球形簇或是较为

复杂的数据类型时，特别是二分类表现效果较好，且不易受

到噪声干扰，对于高维度非线性数据也能较好处理。

但目前聚类数据常常面临着多个聚类类别且类间特征重

叠的情况，上述聚类方法不能很稳定高效地完成聚类目标，

针对该问题，本文基于多类别且类间特征重叠的聚类数据，

对基于 p-Laplacian 的谱聚类方法进行调整和改进，相关工作

主要有以下方面：

（1）基于切比雪夫距离方法 [7] 求解相似矩阵，优化权

重矩阵求解方式。

（2）基于谱聚类思想，采用多初始特征向量进行聚类，

弥补对多类聚类问题不稳定的不足。

（3）基于投票式聚类原则 [8] 对多个聚类结果进行投票

聚类得到更为均衡稳定的结果。

2  算法细节

2.1  基于 p-Laplacian 的谱聚类方法

谱聚类算法建立于谱图理论（spectral graph theory）基础

之上，是一种广泛应用聚类算法。谱聚类的基本思想是将传

统聚类问题转化为图割问题：该算法将聚类样本看作节点，

在任意两点间形成连接，度量节点间的相似性并由此定义连

接的权重，通过对所有节点组成的图进行切割，使得切图后

的子图间权重和较低、子图内权重和较高，从而达到聚类的

目的 [9]。对于一个图 G，用点的集合 V 和边的集合 E 来描述。

切图方式 Ncut 为：

                             （1）

式中各部分定义为：

                              （2）

                                  （3）

由于子图样本的个数多并不一定权重就大，切图时基于

权重也更符合本文目标，因此一般来说 Ncut 切图优于 Ratio-

Cut 切图。Luo 等 [10] 基于 Ncut 提出了一种新的切图方式 Ccut，

该切图方式基于 Ncut 进行了改进。

                                  （4）

然而根据瑞利商原理计算式（4）的最优解是一个 NP 难
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的问题，所以为求得 Ccut 的最优解，引入 p-Laplacian 算子解

决这一问题，p-Laplacian 可定义为：

                                        （5）

根据公式（5）可以推导出以下表达式：

                                         （6）

                                     （7）                        

其中：

                                                    （8）

令 1∈ Rn 表示全 1 向量，求取特征向量的最小化目标函

数定义为： 

                                           （9）

                                     （10）

通过上式推导求得 p-Laplacian 矩阵的特征向量：

                                                           （11）     

                                          （12）

本文将上述方法简称为 PSC。

2.2  邻接矩阵构建

对于 p- 拉普拉斯聚类算法中邻接矩阵的构建，选择一个

能够真实描述数据样本间结构关系的相似性计算方法非常关

键。各方面研究中最普遍使用的相似性计算方法是依赖于欧

氏距离的高斯核函数，但当数据集中存在离群点或异常值时，

该种计算方式无法准确反映数据的空间分布结构，因此本文

提出一种基于切比雪夫距离的相似度计算方式，数据样本之

间的权重值可表示为：

                                            （13）

式中：Kdist 表示每个数据点到前 k 个最近邻的切比雪夫距离；

a 表示控制高斯核函数衰减的参数；gamma=max{Kdist1, Kdist2, 

…, Kdistk} 表示局部自适应的缩放参数。

该方式通过局部连接叠加高斯核的方式构建出邻接矩阵

W，着重关注数据点之间的维度差异，在面对异常值或噪声

数据时具 有更好的表现和稳健性。

2.3  投票式聚类原则

针对多个聚类结果发现，部分元素一直同属一个类别。

而对于剩余的数据，由于聚类算法存在不稳定性，给了一定

的聚类允许误差 [11]。由此，定义了一个投票机制。

首先，先给了一个隶属度的概念。函数定义为：

                                                                 （14）      

式中：xi 表示第 i 个聚类结果；N 表示聚类次数；mj 表示 N

中属于 j 类簇的次数。

然后规定函数：

                                   （15）

最后根据投票函数得出最均衡的聚类结果。

2.4  基于 p-Laplacian 的多类均衡聚类算法

原始 p- 谱聚类算法的基本理论，仅通过第二小特征向量

来解决二分问题。然而，对于多类划分问题，需要采用层次

化策略，并通过递归的方式执行二分过程，同时设置适当的

阈值。仅依赖第二小特征向量来处理复杂数据集往往会导致

图划分效果不佳，且聚类结果的不稳定性。本文引入了多初

始特征向量进行聚类 [12]，并对相应的聚类结果根据投票策略

再次聚类，最终得到效果更为稳定均衡的聚类结果。将该方

法简称为 SPSC。具体如表 1 所示。

表 1  基于 p- 拉普拉斯的多类均衡聚类算法流程 

步骤 操作

输入：
样本分布矩阵 X，期望簇数 k，

p- 拉普拉斯算子的值，特征向量数目 n

Step1 根据切比雪夫距离计算权重矩阵

Step2 对于每个集群 Ci（i = 1, 2, …, s ），最小化目标函数

Step3 求解第 2,3,…,n 小特征向量

Step4 根据特征向量求解聚类结果 

Step5 对 n-1 个特征向量聚类结果再进行投票式聚类

Step6 输出期望簇数 k，算法结束

3  实验对比

3.1  评价指标

在数值计算中引入 ACC（Accuracy）和 NMI[13] 作为衡

量标准，两种衡量指标的计算公式为：

                                        （16）

                                         （17）

3.2  实验数据集

本文进行实验的数据集为经典的人工生成的数据集：Two-

Moon、ThreeCircle、Smile、 Multi-scale、Blobs and Circle，为了

验证本方法的优越性，并在其基础上增加了多维度的噪声，使

其变得更加复杂。此外还在 UCI 真实数据集 WDBC、GLASS，

人脸数据集 AT&T、UMIST 上进行了对比试验。
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3.3  实验结果

3.3.1  人工数据集验证结果

为了验证 SPSC 的聚类效果，对比 PSC 在五种人工数据

集上的 ACC 以及 NMI，实验结果如表 2 所示。

表 2  两种聚类方法在人工数据集上的聚类指标

数据集名称 评价指标 PSC SPSC

TwoMoon
ACC
NMI

0.900 5
0.532 6

0.972 5
0.818 6

ThreeCircle
ACC
NMI

0.696 5
0.696 2

1.000
1.000

Smile
ACC
NMI

0.798 5
0.692 5

0.986 0
0.982 7

Multi-scale 
ACC
NMI

0.751 0
0.614 7

0.960 0
0.859 2

Blobs and Circle
ACC
NMI

0.789 0
0.699 1

0.994 5
0.971 1

图 1 为 PSC 和 SPSC 在人工数据集上的检测效果，可以

看出本文提出的 SPSC 能更好地区分出聚类边界。聚类准确

率有 7%~30% 左右的提高，NMI 有 20%~30% 左右的提高。
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（a）TwoMoon 聚类效果
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（b） ThreeCircle 聚类效果
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（c）Smile 聚类效果
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（d） Multi-scale 聚类效果
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（e） Blobs and Circle 聚类效果

图 1  PSC 和 SPSC 在人工数据集上的检测效果

3.3.2 真实数据集验证结果

为了验证 SPSC 的聚类效果，对比 PSC 在真实数据集上

WDBC、GLASS，人脸数据集 UMIST、AT&T 上进行了对比

试验，ACC 以及 NMI 实验结果如表 3 所示。

表 3  两种聚类方法在真实数据集上的聚类指标

数据集名称 评价指标 PSC SPSC

WDBC
ACC
NMI

0.715 3
0.276 5

0.854 1
0.467 2

GLASS
ACC
NMI

0.616 8
0.348 3

0.649 5
0.426 1

UMIST
ACC
NMI

0.742 1
0.806 6

0.804 3
0.856 9

AT&T
ACC
NMI

0.816 0
0.862 7

0.852 0
0.891 3

从聚类效果看，SPSC 在真实数据集上的 ACC 和 NMI

都有一定程度的提升。

上述实验结果表明，本文提出的 SPSC 聚类算法效果较

好，在聚类数据复杂且聚类类别较多时，能够使得聚类结果

更加稳定均衡，对比 PSC 能够完成更为复杂的聚类任务。

4  结语

本文针对传统谱聚类算法在处理多维度、非线性复杂数

据时存在的不足，提出了一种基于 p-Laplacian 的自适应多类

聚类方法——SPSC。该方法不仅优化了权重矩阵的求解方式，

而且创新性地采用了多个特征向量进行聚类，并结合投票式

聚类原则，显著提升了多类聚类问题的稳定性和准确性。通

过在多种人工及真实数据集上的实验验证，SPSC 在聚类效

果上相较于传统 PSC 方法有了显著提升，在 ACC 和 NMI 等

评价指标上表现优异。这表明 SPSC 能够有效应对复杂数据

环境下的聚类挑战，为解决实际应用中的多类聚类问题提供

了新的思路和解决方案。未来的工作将致力于进一步优化算

法性能，探索其在更多领域中的应用潜力。
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对比表 2、图 4 可以得出结论：设计方法调控后电力系

统线损率不超过 2%，弃风光率不超过 2.5%，两项指标均明

显优于两组对照方法，因此实验证明设计方法可以实现对电

力系统负荷有效调控，具有良好的适应性与可靠性。

4  结语

本文在电力负荷智能调控中引入了深度学习算法，提出

了一种新的调控方法，有效降低了电力系统线损率和弃风光

率，提高了电力系统运行经济效益，为电力系统负荷智能化

调控和相关系统的搭建提供了理论支撑，具有良好的现实意

义和理论价值。
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