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扩频通信领域一种新的偶周期四元序列偶的构造研究
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 摘　要              提出了一种新的利用四阶分圆类构造新的四元序列偶的方法。假设 N 是一个奇素数，满足 N = 4f+1 = 

x2+4y2，f、x 和 y 均是整数且 f 为奇数。首先，选择 4 个周期为 N 的四阶分圆序列 sa、sb、sc、sd，其中

a,b,c,d ∈ {1,2,3,4,5,6}；然后，对以上 4 个序列运用逆 Gray 映射得到周期为 N 的 4 个四元序列 u、v、p、

q；最后，对构造得到的 4 个四元序列分组采用交织运算，得到两个周期为 2N 的四元序列偶。当 x 和 y，

以及 a、b、c、d 的取值不同时，构造得到的四元序列偶的自相关特性也各不相同。   
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0  引言

四元序列作为一种具有良好自相关性的序列，在通信领

域（如空间遥测、导航、雷达等）得到了广泛应用。但是随

着学者们的研究逐渐深入，发现性能良好的四元序列存在空

间受到限制，其存在的并且可用的数量也较少，目前存在的

最佳四元序列的长度为 2、4、8、16，并且不存在平衡的最

佳四元序列。为了满足工程中实际应用的数量需求，学者们

提出了“偶”的概念 [1]，相继构造出一系列性能较好的四元

序列偶 [2]，如三值四元序列偶 [3]、最佳四元序列偶 [4]、多值

四序列偶 [5] 等。

目前，经过学者们研究可知，能够构造出并且可用于工

程中的最佳四进序列偶普遍存在以下几个缺点：存在空间范

围有限、自相关函数的峰值小、平衡性差等。为了进一步扩

大四元序列偶的存在空间，满足工程应用需求，学者们又相

继构造出一系列多值四元序列偶，并具有良好的自相关特性。

文献 [3,5-6] 中均给出了偶周期三值四元序列偶的构造方法，

文献 [7-10] 中给出了其他偶周期多值低自相关四元序列偶的

构造方法。

本文在以上文献研究的基础上，提出了一种基于四阶分

圆类、交织运算和逆 Gray 映射构造偶周期多值自相关四元序

列偶的新方法。令 N=4f+1=x2+4y2 是一个奇素数，x、y、f 均

为整数，当四阶分圆类中 f 取奇数、x 或者 y 取不同值时，所

得到的四元序列偶的自相关函数值的分布也会不同。通过本

文研究，将进一步扩大四元序列偶的空间范围，满足工程应

用中对具有良好自相关特性离散信号的需求。

1  相关概念及引理

引理 1[11] N=4f+1=x2+4y2 是一个奇素数，x、y、f 均

为整数。ZN 为 N 阶有限域，Z*
N=ZN\{0}，设 α 为有限域 ZN

的 本 原 元，ε=α2， 在 式 中 令 Di={αi, αiε, αiε2,… ,αiεf-1}，

0≤i≤1，那么称 D0,D1,D2,D3 是有限域 ZN 上的四阶分圆类。

设 s1,s2,s3,s4,s5,s6 是六个长度为 N 的二元序列，分别等于

D0∪D1，D0∪D2，D0∪D3，D1∪D2，D1∪D3，D2∪D3。当 f 为

奇数时，这六个序列的自相关及互相关函数参考文献 [11]

附录 A 中的表 3。

引理 2 N=4f+1=x2+4y2 是一个奇素数，对 0 ≤ i，j ≤ 3，

令

或等价于式： ，则称 (i,j)4 为 4 阶分

圆数。4 阶分圆数有如下性质。

（1）(i',j')4=(i,j)4，其中 ， 。

（2） 。

（3） 。

（4） 。

（5） 。

定义 1[12] 令 x=(x0, x1, …, xN-1) 和 y=(y0, y1, …, yN-1) 均是周

期为 N 的序列，由序列 x 和 y 组成序列偶记为 (x, y)，则序列

x 与 y 的互相关函数为：
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                              （1）

被定义为序列偶 (x, y) 的自相关函数。其中，

是单位元的第 n 次复根，j+τ=(j+τ) mod N。当 n=2 时为二元

序列偶，其元素为 -1，+1，分别用 0 和 1 来表示；当 n=4 时

为四元序列偶，其元素为 +1，+j，-1，-j，分别用 0、1、2、

3 来表示。

注意：当两个序列相等时，即 x=y 时 Rx(τ) 为 x 序列的循

环自相关函数被记作：

                                 （2）

当 n=2 时为二元序列，当 n=4 时为四元序列。

定义 2[13] N 是一个奇素数，假设 ai=(ai(0), ai(1), …, ai(N-

1)) 是一个周期为 N 的序列，其中 i=0, 1，定义矩阵 (ui,j)N×2：

                                       （3）

连接上面矩阵的各行，得到一个长度为 2N 的交错序

列 u：u(2i+j)=ui,j，0 ≤ i < N，0 ≤ j ≤ 2。

在这里，u 可以表示为 。其中 I 是交织运算符，

序列 a0 和 a1 被称作序列 u 的列序列。

定义 3[14] 设 a(t)、b(t)、c(t)、d(t) 的二元序列，令

ϕ1
-1[a,b] 和 ϕ2

-1[c,d] 为逆 Gray 映射，定义如下：

          （4）

运用逆 Gray 映射可以构造周期为 N 的四元序列 p(t)= 

ϕ1
-1 [a(t), b(t)]、q(t)= ϕ2

-1 [c(t), d(t)]，进而 p(t) 和 q(t) 可以表

示为：

 （5）

式中： 。

2  构造偶周期四元序列偶

在这一部分，将选择 4 个四阶分圆序列先后使用逆 Gray

映射和交织运算来构造出不同的理想的多值四元序列偶。

构造方法：假设N是一个奇素数，满足N=4f+1=x2+4y2，f、

x 和 y 均是整数，且 f 为奇数。该构造方法主要有三个步骤。

步骤 1：选择 4 个周期为 N 的四阶分圆序列 sa、sb、sc、

sd，其中 a,b,c,d ∈ {1,2,3,4,5,6}。

步骤 2：运用逆 Gray 映射得到周期为 N 的 4 个四元序

列 u、v、p、q。

  （6）

步骤 3：对 4 个四元序列分组采用交织运算，得到周期

为 2N 的四元序列偶 (E,F)。

                                      （7）

根据以上构造，若 m1,m2,m3,m4 满足以下条件：

                                   （8）          

由定义 1 和定义 4 可以计算得到序列偶自相关函数，其

表示为：

         （9）     

式中： ， （ ， ）。

定理 1：令 N=4f+1=x2+4y2，f 为奇数，x 为非零整数，

y=1。当a,b,c,d满足a=c且b=d条件时，取 (sa,sb)∈{(s1,s3),(s3,s1), 

(s1,s4),(s4,s1), (s1,s5),(s5,s1), (s2,s3),(s3,s2), (s2,s4),(s4,s2),(s2,s5),(s5,s2), 

(s3,s6),(s6,s3), (s4,s6),(s6,s4), (s5,s6),(s6,s5)}。根据以上构造方法得

到的周期为 2N 的四元序列偶 (E,F) 的自相关函数分布为：

                                                           （10）

则 (E,F) 为周期是 2N 的四值四元序列偶。

证明：在这里，以 (sa,sb) 取 (s1,s3) 为例，将其代入式（10）

得到以下结果：

      （11）

根据文献 [11] 附录 A 中的表 3 数据，可得到证明结果。

定理 2：令 N=4f+1=x2+4y2，f 为奇数，x 为非零整数，

y=-1。当a,b,c,d满足a=c且b=d条件时，取 (sa,sb) ∈ {(s1,s2),(s2,s1), 

(s1,s3),(s3,s1), (s1,s4),(s4,s1), (s2,s5),(s5,s2), (s2,s6),(s6,s2), (s3,s5),(s5,s3), 

(s3,s6),(s6,s3), (s4,s5),(s5,s4), (s4,s6),(s6,s4) }。这时得到的周期为

2N 的四元序列偶 (E,F) 的自相关函数为：

                                （12）

则 (E,F) 为周期是 2N 的四值四元序列偶。

证明：在这里，以 (sa,sb) 取 (s1,s2) 为例，将其代入式（10）

得到以下结果：

          （13）

根据文献 [11] 附录 A 中的表 3 数据，可得到证明结果。
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定理 3：令 N=4f+1=x2+4y2，f 为奇数，x 和 y 均为非

零整数，当 a,b,c,d 满足 a=c 且 b=d 条件时，取 (sa,sc) ∈ 

{(s2,s5),(s5,s2)}。这时得到的周期为 2N 的四元序列偶 (E,F)

的自相关函数为：

                                  （14）

则 (E,F) 为周期是 2N 的三值四元序列偶。

证明：在这里，以 (sa,sc) 取 (s2,s5) 为例，将其代入式（10）

得到以下结果：

    （15）

根据文献 [11] 附录 A 中的表 3 数据，可得到证明结果。

定理 4：令 N=4f+1=x2+4y2，f 为奇数，x 为非零整数，

y=-1 或 1，当 a,b,c,d 满足 a ≠ c ≠ b ≠ d 时，取 (sa,sb,sc,sd) 

∈ {(s1,s3,s6,s4),( s6,s4,s1,s3)}。这时得到的周期为 2N 的四元序

列偶 (E,F) 的自相关函数为：

                                 （16）

则 (E,F) 为周期是 2N 的四值四元序列偶。

证明：在这里以 (sa,sb,sc,sd) 取 (s1,s3,s6,s4) 为例，将其带入

式（10）得到以下结果，

     （17）

根据文献 [11] 附录 A 中的表 3 数据，可得到证明结果。

定理 5：令 N=4f+1=x2+4y2，f 为奇数，x 为非零整数，

y=-1 或 1，当 a,b,c,d 满足 a ≠ c ≠ b ≠ d 时，取 (sa,sb,sc,sd) 

∈ {(s1,s2,s6,s5),( s6,s5,s1,s2), (s3,s2,s4,s5),( s4,s5,s3,s2)}。这时得到的

周期为 2N 的四元序列偶 (E,F) 的自相关函数为：

                            （18）

则 (E,F) 为周期是 2N 的多值四元序列偶。

证明：在这里，以 (sa,sb,sc,sd) 取 (s1,s2,s6,s5) 为例，将其代

入式（10）得到以下结果：

    （19）

根据文献 [11] 附录 A 中的表 3 数据，可得到证明结果。

定理 6：令 N=4f+1=x2+4y2，f 为奇数，y 为非零整数，

x=-1 或 1，当 a,b,c,d 满足 a ≠ c ≠ b ≠ d 时，取 (sa,sb,sc,sd) ∈ 

{(s1,s2,s3,s5),( s3,s5,s1,s2), (s1,s2,s4,s5),( s4,s5,s1,s2), (s3,s2,s6,s5), 

( s6,s5,s3,s2), (s4,s2,s6,s5),( s6,s5,s4,s2)}。这时得到的周期为 2N 的

四元序列偶 (E,F) 的自相关函数为：

                               （20）

则 (E,F) 为周期是 2N 的多值四元序列偶。

证明：在这里，以 (sa,sb,sc,sd) 取 (s1,s2,s3,s5) 为例，将其代

入式（10）得到以下结果：

    （21）

根据文献 [11] 附录 A 中的表 3 数据，可得到证明结果。

3  举例

在这部分，主要针对第二部分的构造定理给出以下实

例加以验证。取 N=29=4f+1= x2+4y2，其本原元为 2，f=7

为奇数。D0,D1,D2,D3 是有限域 ZN 上的四阶分圆类，分别

为 D0={1, 7, 16, 20, 23, 24, 25}，D1={2, 3, 11, 14, 17, 19, 

21 }，D2={4, 5, 6, 9, 13, 22, 28}，D3={8, 10, 12, 15, 18, 

26, 27}。由此可得：

s1 = (0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 

0, 1, 1, 1, 0, 0, 0)，

s2= ( 0, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 

1, 1, 1, 1, 0, 0, 1)，

s3 = (0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 

0, 1, 1, 1, 1, 1, 0)，

s4 = (0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 

1, 0, 0, 0, 0, 0, 1)，

s5 = (0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 

0, 0, 0, 0, 1, 1, 1)，

s6 = (0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 

1, 0, 0, 0, 1, 1, 1)，

例 1：分别取 sa= s1，sb=s3，sc= s6，sd= s4，此外取 y=1，

m1=m2=0，m3=m4=9，根据本文构造方法可得：

u(t) = (02330002101310312313231222110) 

v(t) = (10201203202321333001132211130) 

p(t) = (00112220323132130131012000332) 

q(t) = (32023021020103111223110033312)

再使用逆 Gray 映射和交织运算得到周期为 2N 的四元序
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列 E(t) 和 F(t)：

E ( t )  =  (  0 2 3 3 0 0 0 2 1 0 1 3 1 0 3 1 2 3 1 3 2 3 1 2 2 2 1 1 0 , 

10201203202321333001132211130) 

F ( t )  =  (  0 0 1 1 2 2 2 0 3 2 3 1 3 2 1 3 0 1 3 1 0 1 2 0 0 0 3 3 2 , 

32023021020103111223110033312)

通过计算可得由序列 E 和 F 组成的四元序列偶 (E,F) 的

自相关函数为：

                         （22）

例 2：分别取 sa= sb=s2，sc= sd= s5，此外取 m1=m2=0，

m3=m4=9，根据本文构造方法可得：

u(t) = (02002222020002002000202222002)

v(t) = (31113113111313333113131133331)

p(t) = (00220000202220220222020000222)，

q(t) = (13331331333131111333113311113)

再使用逆 Gray 映射和交织运算得到周期为 2N 的四元序

列 E 和 F：

E ( t )  =  (  0 2 0 0 2 2 2 2 0 2 0 0 0 2 0 0 2 0 0 0 2 0 2 2 2 2 0 0 2 , 

31113113111313333113131133331)

F ( t )  =  (  0 0 2 2 0 0 0 0 2 0 2 2 2 0 2 2 0 2 2 2 0 2 0 0 0 0 2 2 2 , 

13331331333131111333113311113)

通过计算可得由序列 E 和 F 组成的四元序列偶 (E,F) 的

自相关函数为：

                        （23）

4  结论

本文研究了偶周期四元序列偶的构造方法。令

N=4f+1=x2+4y2 是奇素数，f 为奇数，利用其在有限域 ZN

上的 4 个四阶分圆类序列，经过使用逆 Gray 映射和交织

运算，构造了一类新的偶周期四元序列偶。结果表明，这

些四元序列偶具有良好的自相关性，可以进一步拓宽工程

应用的范围。
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