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基于物理信息神经网络的非线性微分方程求解模型研究
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 摘　要               微分方程在工学领域广泛应用，但传统数值方法在非线性问题时存在效率低、适应性弱的局限。物理信

息神经网络通过将微分方程约束嵌入损失函数，实现数据驱动的无网格化求解。文章以非线性微分方程

为例并结合数值实验，探讨 PINN 在非线性微分方程求解中的优化。研究通过对比 tanh、ReLU 等激活

函数及不同网络参数（深度、神经元数量、学习率）对模型性能的影响，验证 PINN 的有效性。研究表

明，PINN 框架在非线性微分方程求解中具有良好的泛化能力，为复杂微分方程求解提供了新的技

术路径；tanh 激活函数在导数传播中表现更优，网络深度超过 5 层后性能提升有限，学习率在 [0.000 1, 

0.001] 区间可平衡收敛速度与稳定性。   
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0  引言

微分方程作为描述自然规律和工程现象的数学工具，在

流体力学、量子力学、气候建模等领域应用甚广。然而在求

解实际问题中的微分方程时，常常需要面对高阶微分、非线

性、尺度多等复杂情况。传统数值解法的代表包括有限差分

法、有限元法等，这类方法实际应用时依赖于网格划分，在

面对维度高、边界复杂或非线性强的问题时，也不免存在计

算效率低下、适应性弱的局限。因此探索新的求解方法，提

高求解效率和精度，逐渐成为当前微分方程研究领域的重要

课题。

随着深度学习在各领域的广泛应用 [1]，物理信息神经

网络（physics-informed neural networks, PINN）应运而生。

PINN 通过将微分方程约束嵌入神经网络的损失函数，实现

了数据驱动的无网格化求解。PINN 的概念最早由 Raissi 等

人 [2] 于 2019 年提出，通过将数据驱动和物理模型相结合，

充分利用已知的物理规律和有限的数据信息，并成功应用于

非线性偏微分方程的正问题和反问题求解。随后，Lu 等人 [3]

开发的 DeepXDE 库通过自适应残差优化提升了 PINN 的训练

效率。Wang 等人 [4] 提出 NAS-PINN，结合神经网络架构搜

索技术优化模型结构。此外，李晓峰等人 [5] 针对海洋孤立波

问题构建了 PIRBF 模型，通过径向基函数改进 PINN 的非线

性拟合能力。

然而，随着对微分方程的研究日渐深入，PINN 的不足

日渐显现，求解复杂问题时面临梯度消失、收敛速度慢等挑

战。现有研究对非线性微分方程的探索不足，尽管 PINN 在

普通方程中表现优异，非线性微分方程的导数约束会导致损

失函数复杂化，加剧模型训练的不稳定性，限制了其实际应

用。本文针对非线性微分方程，结合非线性微分方程的数值

实验，探究网络优化方法。

1  物理信息神经网络原理

PINN 是一种将物理定律嵌入神经网络训练的深度学习

框架，通过数据驱动并且结合物理约束，解决非线性偏微

分方程的正向求解和逆向参数识别问题，其基本结构如图 1

所示。

图 1  PINN 网络结构

图 1 中左侧虚线框内是一般的神经网络，其基本结构一

般包括输入层、隐藏层、输出层。输入数据 X 在经过预处理

后进入输入层，随后在隐藏层中计算激活，最终经输出层处

理后输出为结果 u。神经网络的每个层都包含多个神经元，
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每个神经元与上一层的所有神经元连接，每个连接都被赋予

不同的权重值。

以输出层的第一个神经元为例，a1 至 an 代表来自前一层

神经元的全部数据，连接上的权重为 W1 至 Wn。数据 a 与权

重 W 相乘后加上偏置 b，经过激活函数 s 激活运算后，后层

神经元输出结果为：
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图 1 右侧虚线框内描述的是自动微分的过程，可计算微

分方程内的导数以及各项损失。

一般形式的微分方程表示为：
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使用深度学习网络求解式（2）的微分方程时，模型训

练必不可少的是损失函数，网络在最小化损失函数的过程，

不断地更新模型的参数，从而使其逼近微分方程的解。PINN

神经网络的损失库函数组成包括 3 类损失，即方程残差项、

边界条件项、初始条件项 [2]。

方程残差项 MSEu 是 PINN 的核心损失项，一般用于衡

量神经网络预测的解是否满足微分方程。MSEu 通过计算方

程在一组随机采样点上的残差来实现，该损失项确保模型在

训练过程中遵循物理定律，使得即使没有测量数据，也能通

过物理约束来指导模型的学习。由式（2）的第一部分，可得

方程残差项：
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边界条件项 MSEb 用于衡量模型预测的解是否满足边界

条件，这能确保模型在训练过程中从正确的起点开始，从而

提高预测的准确性。由式（2）的第二部分，可得边界条件项：
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初始条件项 MSEI 用于衡量模型预测的解是否满足初始

条件，确保模型在边界处的行为符合物理实际，避免在边界

处出现不合理的偏差。由式（2）的第三部分，可得边界条

件项：
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综合式（3）~（5），网络的总损失为：

Loss MSE MSE MSEu b Ia b c= + +                    （6）

式中：a、b、c 为各损失项的权重系数，根据重要性平衡各

项损失。通过最小化 Loss，使得模型的解趋近于解析解。

2  数值实验

为了探索 PINN 算法在求解非线性微分方程的优势以优

化方案，本节将针对多种算例，利用 PINN 算法求解非线性

微分方程，并研究不同激活函数、神经网络参数设置对训练

效果的影响 [6]。

本文使用 Python 环境开展本工作中的所有计算，软件

环 境 为 Python 3.8、PyTorc h1.11、NumPy1.23.4、matplotlib 

3.6.2，CUDA 版本为 11.3，cuDNN 版本为 8.2.1。测试采用

的平台是 Intel(R) Core(TM) i7-13700KF（24 核，3.40 GHz）

和 NVIDIA GeForce RTX 4090。

2.1  PINN 求解非线性微分方程

本节将以非线性常微分方程为例，基于 PINN 神经网络

求解方法求解具体的非线性微分方程，分析求解效果。非线

性常微分用公式表示为 [7]：
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该方程的解析解为 ：

( ) exy x =                                                    （8）

神经网络选用 5 个隐藏层，每层 64 个神经元，在 [0，1]

之间随机选取 100 个数据点进行训练，使用 Adma 优化算法

迭代至收敛。

图 2 为 PINN 结果与解析解的对比图，实线代表 PINN

的输出结果；虚线代表解析解的结果。观察曲线可以发现，

两条曲线基本完全重合，PINN 的解与解析解基本一致，说

明 PINN 求解偏微分方程取得了较好的效果，PINN 能够较好

地求解非线性常微分方程。
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x )

图 2  PINN 解与解析解对比
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观察图 3 可以发现损失函数数值随迭代步数下降，在经

过 41 次训练后，曲线下降速度减缓并趋向 0，由此可以判断

模型已经收敛，最终 PINN 预测与解析解的误差低于 10-6 并

触发训练停止。综上所述，PINN 求解非线性微分方程时具

有强大的拟合能力，模型容易收敛。
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 图 3  PINN 损失下降曲线

2.2  激活函数选取

激活函数是神经网络的关键组成部分，能够在神经元的

输入中引入非线性变换，从而使网络具有学习和复杂表示的

能力。为了探讨不同激活函数对微分方程求解的影响，并分

析 PINN 任务中不同激活函数的性能差异，考虑非线性微分

方程 [7]：
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式中：α 取 0.0524；β 取 110。

常用的激活函数包括 tanh、ReLU、LeakyReLU、ELU 等，

不同的激活函数在复杂度、缓解梯度消失等方面各具优势。

本节实验中网络层数固定为 5 层，每层神经元个数为

64，学习率为 0.000 1，训练次数为 10 000 epoch，若 1 000

个 epoch 训练无提升则触发早停。

激活函数训练结果对比如图 4 所示，图中横轴为

输入值，竖轴代表预测值。由此可知，ReLU、ELU、

LeakyReLU 训练的模型的预测值与实际值差距较大，而

tanh 和 Sigmoid 作为激活函数能够训练出更好的模型。激

活函数 tanh 不仅引入非线性特性，在中间输入范围内 tanh

对输入变化敏感，能够更好地 捕捉特征差异。激活函数

Sigmoid 虽然非线性特性较弱，但其在函数上平滑的特性

亦有助于稳定地训练。
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图 4  不同激活函数下 PINN 解对比

图 5 为不同激活函数下模型训练时损失函数数值变化的

曲线，其中横轴代表迭代训练步数，竖轴是损失函数的值。

由图 5 可知，ELU、RELU、LeakyRELU 作为激活函数时损

失下降较慢且由于损失值在 1 000 步内没有提升而进入了早

停，最终训练结果趋于欠拟合。tanh 和 Sigmoid 作为激活函

数训练模型时损失函数收敛更快，并且收敛时 tanh 模型的损

失值要低于 Sigmoid 模型，因此 tanh 更适合本节任务。

图 5  不同激活函数下 PINN 损失下降曲线

2.3  模型参数设置

PINN 网络深度通常为 4~10 层，每层 20~200 个神经元，

具体参数设置取决于问题复杂度。此外，学习率的设置也影

响着模型的性能。本节以式（10）为例 [7]，探讨不同网络参

数对求解的影响。
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网络尺寸按照表格所示设置了 4 种，优化器选择

Adam，学习率设置为 0.000 1，早停迭代步数设置为 1 000，

训练结果如表 1 所示。
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表 1  多种网络尺寸下模型训练结果

网络尺寸 迭代步数 误差值 /RMSE

[5, 20] 10 000 4.508 811e-05

[5, 64] 3 233 9.861 776e-07

[8, 20] 10 000 9.872 882e-05

[8, 64] 4 566 9.900 445e-07

由表 1 可知，PINN 网络设置为 5 层且每层 20 神经元时

网络尺寸较小，网络拟合能力有限，因此即便迭代次数上升，

[5, 20] 网络损失依旧大于 [5, 64] 网络的损失值，属于欠拟合。

类似的，[8, 20] 网络也属于欠拟合。对比 [5, 64] 网络和 [8, 

64] 网络，网络深度加深但是性能并未进一步上升，损失值

处于同一量级且相近，从迭代步数上看 [5, 64] 网络更节约时

间和硬件资源。

网络尺寸按照前文的经验取 [5, 64]，优化器选择

Adam，学习率按照表格设置了 3 种，早停迭代步数设置为

1 000，训练结果如表 2 所示。

表 2  多种学习率下模型训练结果

学习率 迭代次数 误差值 /RMSE

0.01 2 300 3.746 522e-05

0.001 2 828 9.949 236e-07

0.000 1 3 233 9.861 776e-07

0.000 01 10 000 1.022 672e-05

表 2 中数据显示学习率选取为 0.001 和 0.000 1 时，相

较于另外两种都达到了较好的结果。学习率选取为 0.01 时

明显损失较大且由于损失值许久无改善而早停，这是因为学

习率过大导致网络权重变化过大，难以达到最优解。选取为

0.000 01 时损失持续下降，但是学习率过小导致网络权重变

化过小，迭代速度也因此变慢。由此可见，学习率选取为 0.001

和 0.000 1 时训练效果较好。

3  结论

本文聚焦 PINN 在微分方程中应用，通过数值实验研究

PINN 在非线性微分方程求解的效果。首先通过数值实验验

证 5 层 64 神经元网络结构在 Adam 优化器作用下可实现与解

析解小于 10-6 的误差收敛；进一步针对非线性方程的激活函

数敏感性测试显示，tanh 函数在导数传播中表现出更优的梯

度保持能力。模型参数优化实验发现，网络深度超过 5 层后

性能提升趋于饱和，学习率设置在 [0.0001,0.001] 区间可平衡

收敛速度与稳定性。PINN 框架在非线性微分方程求解中展

现出良好的泛化能力，通过合理设计网络结构与优化策略，

可有效突破传统数值方法的局限性。
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