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复杂网络上谣言传播最优控制问题的研究
张  威 1
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 摘　要               为了使谣言在传播过程中造成的总损失最低，提出一个谣言传播模型的最优控制问题，寻找一种动态控

制策略。首先建立了一个带有控制的谣言传播模型，提出相应的最优控制问题；然后分析其解和最优控

制的存在性，并构建哈密尔顿函数，得到最优控制的必要条件；最后通过例子验证最优控制策略得到的

理论结果，表明最优控制可以在更短时间内使谣言传播的总损失降到最低。   
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0  引言

谣言作为一种普遍的社会现象，影响着人们的日常生活。

谣言的特点可以概括为信息性、传播性和未知性。谣言的传

播是经过人们解释和评论的一个过程，也是一个信息传播的

过程。随着网络的高速发展，谣言的传播速度越来越快，但

这也会给人们带来很多安全隐患，例如信息泄露和言论的真

实性等。谣言给人们带来的心理焦虑和恐惧，以及谣言背后

的社会现象，都值得人们深思。从对谣言传播、最优控制问

题和复杂网络现有的研究工作分析可知，大多的复杂网络上

的谣言传播模型都只是分析了其影响因素，从不同角度下考

察谣言传播过程，得出临界阈值以及最后听到谣言的人群分

布 [1-4]。针对复杂网络上谣言传播模型的最优控制策略，目前

相关的研究还十分有限 [5]。为了找到一个降低传播，使谣言

传播造成的总损失最低的动态控制策略，从数学分析的角度

研究这个模型的动力学行为以及最优控制策略，对社会的稳

定、人的心理健康有着重大的意义，从而使得复杂网络上谣

言传播模型在控制理论与应用上得到进一步发展。本文主要

研究内容为：（1）研究复杂网络上谣言传播的动力学模型，

分析其影响因素，加入导控—转化传播者的策略，建立相应

的谣言传播模型；（2）研究复杂网络上谣言传播模型的动

态最优控制策略，使谣言传播造成的总损失最小，定义相应

的参数，提出一个最优控制问题，寻找一种动态控制策略，

分析其解的存在性、最优控制的存在性，构建哈密尔顿函数，

得出最优控制的必要条件；（3）根据前面所得出的动力学模

型和提出的最优控制问题，提供相应数值算例验证理论结果，

通过分析仿真实验谣言在复杂网络上的传播动力学行为。在

仿真实验中，定义相应的参数，例如节点数、网络平均度等，

验证理论结果。

1  SIDRQ 谣言传播模型的建立

为了维持人们的正常生活和社会秩序，政府部门将引导

和控制谣言的传播，遏制谣言的传播。在谣言模型中，将一

个均匀混合的人群分为五类：I—未知者（Ignorants），指从

未听说过谣言的人；S—传播者（Spreaders），即知道谣言的人，

并积极传播谣言的人；D—怀疑者（Doubters or Skeptics），

表示听过谣言，但对谣言持怀疑态度的人并停止传播谣言；

R—免疫者（Removed or Stilfers），指听到谣言但不散布谣

言的人；Q—导控者（Quarantine or Control），指因政府采

取措施而无法传播谣言的人。根据 Maki 等人 [6] 的研究，在

这个模型中，假设谣言传播者只将谣言传播给他们自己的邻

居节点。此外，假设当传播者与传播者接触时，只有最初

的传播者获得免疫。考虑传播者、未知者、怀疑者、免疫

者和导控者的 SIDRQ（spreaders doubters ignorants removed 

quarantine）谣言传播过程示意图如图 1 所示，其传播规则如

下。

图 1  SIDRQ 模型的传播过程示意图

（1）当一个未知者和一个传播者接触时，该未知者转
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化为传播者的概率为 λ，成为免疫者的概率为 μ，以 β 的概率

转化为怀疑者，即 λ 是传播率，μ 是拒绝率，β 是怀疑率。

（2）当一个传播者和一个传播者，或者一个怀疑者，

或者一个免疫者接触时，初始传播者转化为免疫者的概率为

α，称 α 为免疫率。

（3）当政府部门采取引导和控制措施，比如封号、禁

言或教育时，传播者以 ε 的概率转化为导控者，导控者以概

率为 γ 自发成为免疫者，将 ε 称为导控率，γ 称为转化率。

（4）传播者因为忘记谣言而自发免疫的概率为 δ，怀疑

者自发成为谣言传播者的概率为 ξ，称 δ 为遗忘率。

由 于 在 线 社 交 网 络（open systems network support，

OSNs）的开放性和动态性，本文考虑了系统的可变人口规

模，假设谣言在系统中传播，并且人口迁入率不变。所有新

用户以常数（即迁入率）进入未知类。现有人全部以控制变

量 ρ(t)（即迁出率）从五个类别中退出。

为了将谣言传播带来的影响降到最低，不仅要让谣言导

致的直接损失降到最低，而且保证在 OSNs 中的迁出率低，

使得该网络的节点数减少量小，建立一个带有控制的谣言传

播模型，结合 SIDRQ 谣言的传播规律，SIDRQ 谣言在均匀

网络上的传播动力学用平均场方程可以描述为：
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式中：S(t)、D(t)、I(t)、R(t)、Q(t) 是动力学模型中的状态变量，

ρ(t) 是动力学模型中的控制变量，令 u = ρ，定义在动力学模

型的一个容许控制集。假设控制变量是在给定时间区间 [0,T]

上的 Lebesgue 可测函数。其中 ρ， ρ是正的常数，满足：

[ ]{ }( ) | ( ) , 0, .U u t t t Tρ ρ ρ ρ= = ≤ ≤ ∈                         （2）

2  最优控制策略

2.1  最优控制问题的提出

提出一个最优控制问题，旨在寻找一种动态控制策略，

目标是使谣言传播造成的总损失，即谣言导致的直接损失及

各类迁出成本最小。状态方程为式（1）[7]。

考虑目标泛函为：

2

0

1( ) [ ( ) ( )],
2

T
J u aS t b tρ= +∫                                           （3）

式中：a,b>0，是加权参数。目标是在 U 上找到使目标泛函

取得极小值的最优控制 u*。

因此，提出最优控制问题如下：
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式中：Ω 是系统（1）的正向不变集。

2.2  主要结论和证明

定理 1 系统（1）存在一个非负解。

证明 令：

( ) ( ( ), ( ), ( ), ( ), ( )) ,Tx t S t D t I t R t Q t=
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式中： = ( ( ))tδ ε ρΑ − + + ， = ( ( ))tξ ρΒ − + 。

设 ( ( )) ( ) ( ) ( ( ))K x t A t x t F x t= + ，由于系统（1）的系数

都是有界的，所以 1 2 1 2( ) ( )K x K x M x x− ≤ − ，其中M是正常数，

由于 ( ), ( ), ( ), ( ), ( ) 0S t D t I t R t Q t > 的限制，可以得出系统（1）
存在一个非负解 [8]。

为求解最优控制问题（4），定义一个 Hamilton 函数：

1
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式中： 21( , ) ( ) ( )
2

L x u aS t b tρ= + 是 Lagrange 函数， ( 1, 2,3,4,5)i iτ =

是伴随函数。
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定理 2 最优控制问题（4）存在一个最优控制。

证明 由于控制变量 ρ(t) 和状态变量 S(t)、D(t)、I(t)、

R(t)、Q(t) 都是非负的，所以目标泛函是凸的。显而易见，控

制集 U 是闭的凸集，L 在控制集上也是凸的，且明显存在

C1,C2>0，使得
2

1 2( , )L x u C u C≥ − ，因此由最优控制问题成

立条件 [9] 可知。在控制问题（4）中存在一个最优控制 u*。

定理 3 设 (S*(t),D*(t),I*(t),R*(t),Q*(t)) 是对应 u*(t) 的状

态变量，则存在伴随函数 τi(i=1,2,3,4,5) 使得：
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其横截条件为：

1 2 3 4 5( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.T T T T Tτ τ τ τ τ= = = = =                   （10）
且最优控制 u*(t) 的分量 ρ*(t) 有以下形式：
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因此式（9）成立。

根据极值条件 0H
u
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根据最优控制中的容许控制集的定义有：

*

,  ,

,  ,

,  .

b

b b

b

ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ

ϒ ≤

ϒ ϒ= < <


ϒ ≥

若

若

若

                                                （15）

式中：
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所以最优控制中的控制分量 ρ*(t) 可以表示为：
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证明完毕。

将 u*=ρ* 带入系统（1）中，得：
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则 Hamilton 函数可改写为：
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3  数值模拟

本节为验证最优控制策略得到的理论结果。考虑随机网

络，并设网络平均度 6k ==6，图 2 和图 3 模拟传播者数量随着

时间的改变而变化的过程。其中，令 ψ=0.000 1，λ=0.000 001，

α=0.000 000 1，β=0.000 000 1，δ=0.001，ε=0.000 1，
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γ=0.000 02，ξ=0.000 000 1。在图 2 中，令 ρ=0.000 000 5，得

到实行常值控制的曲线图，使得基本再生数 R0 ≈ 1.110 596

> 1。图 3 是实行最优控制后得到的传播者数量变化曲线图。

经过对比可以看出，实行最优控制策略中的传播者数量可以

在更短的时间内减少到 0，表示谣言能在更短的时间内消失，

使总损失取得极小值。

图 2  常值控制的情形

图 3  最优控制的情形

4 结论

复杂网络上的谣言传播的最优控制问题有很多实际应用

背景。本文针对 SIDRQ 谣言传播模型提出一个带控制的谣言

传播模型，提出了一个最优控制问题，并运用最优控制理论

证明最优控制的存在性，找到一个使总损失最小的动态策略。

同时，运用 Python 进行数值模拟验证了理论结果的有效性。

本文的研究工作进一步丰富了最优控制问题的理论基础。
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