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基于曲率改进的 K4PCS 点云配准算法
黄  鹤 1  赵夫群 1

HUANG He   ZHAO Fuqun    

 摘　要               点云配准就是根据源点云和目标点云的匹配点对求解最优刚性变换矩阵，从而实现点云对齐的过程，目

前已在同步定位与测绘、三维重建、逆向工程等领域得到广泛应用。针对现有算法存在的配准精度低、

耗时长等问题，提出一种基于曲率改进的 K4PCS 点云配准算法。粗配准阶段首先计算点云的法向角度

和马氏距离方差两个特征来构造特征描述符，筛选特征点集，然后通过曲率改进K4PCS算法进行粗配准；

精配准阶段使用 TrICP 算法来完成精确配准。实验采用 Bunny、Dragon 和 Buddha 点云模型，结果表明

所提出的算法比已有的两种配准算法在平均精度上提高了约 25%，平均耗时降低了约 22%，是一种有

效的点云配准算法。   
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0  引言 

近年来，激光雷达技术发展迅速，点云被认为是更广泛

的场景中 3D 可视化最合适的数据，能够提供被测物体表面

的空间坐标，从而解决 3D 场景重建、虚拟现实与增强现实

等任务 [1-2]。然而，在实际应用中，由于受环境遮挡、物体自

身的破损程度、采集设备的分辨率参数等因素的影响，无法

一次获得完整的点云。因此，需要对不同姿态下进行多次连

续扫描得到的点云进行配准。点云配准的实质是求解一个旋

转矩阵和平移向量，并利用该刚体变换将两片或多片点云转

换为同一坐标系。目前，点云配准已广泛应用于城市规划、

地貌测量等领域 [3-4]。

点云配准算法中最经典的是迭代最近点（iterative closest 

point，ICP）算法 [5]，该算法通过不断迭代计算最优变换，直

到满足收敛条件。但是由于其存在初始位姿要求高、计算效率

低等问题，许多学者提出了多种改进 ICP 算法。如 Chetverikov

等人 [6] 提出的裁剪迭代最近点（the trimmed iterative closest 

point，TrICP）算法，对对应点之间的欧氏距离排序，只使用

一定比例的点对计算变换矩阵；Bouaziz 等人 [7] 提出的稀疏

迭代最近点（sparse iterative closest point，SICP）算法，通过参

数的稀疏性有效控制离群点；Wu 等人 [8] 采用最佳 BBF 算法

进行数据降维，加快了 ICP 迭代速度；Aiger 等人 [9] 提出四

点共线集（four-points congruent sets，4PCS）算法，依据

仿射不变性原理，在目标点云中寻找与源点云共面四点近

似的全等四点子集，不需要依赖任何特征，但对点云重叠

比例要求较高；在此基础上，Da 等人 [10] 提出动态四点共线

集（dynamic four-points congruent sets，D4PCS），每次迭代

中动态控制点云的重叠程度的基础宽度，因此能够对不同重

叠程度的曲面进行配准；Theiler 等人 [11] 提出一种基于关键

点的四点共线集（keypoint-based  four-points congruent sets，

K4PCS），将提取的关键点作为 4PCS 算法的输入进行配准，

从而更好地适应激光扫描的特点。

针对现有算法存在的配准精度低、耗时长等问题，提出

一种基于曲率改进的 K4PCS 点云配准算法。首先，利用法

向角度和马氏距离方差构造特征描述符来提取特征点，然后

使用曲率改进的 K4PCS 算法对提取的特征点集进行粗配准，

最后通过 TrICP 算法完成精确配准。该算法提取特征点集有

助于提高后续配准速度，通过利用曲率改进的 K4PCS 进一

步提高配准精度，而 TrICP 算法由于只对部分点对进行计算，

因此加快了配准速度。

1  基于曲率改进的 K4PCS 点云粗配准

1.1  特征点提取

法向量、距离方差等几何特征反映了点云最基本的几何

属性，对于表达点云的局部特征至关重要。此外，这些特征

具有旋转平移不变性，能够进行有效描述，并且易于计算。

因此，结合点云邻域的法向角度和马氏距离方差两个特征来

构建一种新的特征描述符。
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（1）法向角度

法向量是点云中关键的几何特征，对于对应的两片分割

点云，点的法向量与其邻域点的法向量夹角一般是相似的，

因此可以利用这一特性来寻找分割点云的对应关系。

首先对于点云 P 中任一点 pi，搜索其 k 个邻域点，然后

建立协方差矩阵 C，定义为：
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式中： ip 为点 pi 的邻域点 pij 的质心。

根据协方差矩阵，计算出特征值 λ1、λ2、λ3 (λ1 ≤ λ2 ≤ λ3)

及其对应的特征向量 V1、V2、V3，则最小特征值 λ1 对应的特

征向量 V1 即为点 pi 的法向量 ni。

求出每个点的法向量后，点 pi 与其邻域点 pij 法向量夹

角 ,i ijn nθ 的余弦值可表示为：

,cosω θ
⋅

= =
⋅i ij

i ij
i n n

i ij

n n
n n

                                   （2）

式中： ⋅ 表示为向量的模，夹角 ,i ijn nθ 的取值范围是 [0°,180°]。
（2）马氏距离方差 

对于对应的特征点，其邻域内各邻近点的分布情况应较

为相似，在此可以使用距离方差对其进行描述。马氏距离考

虑了数据之间的相关性和不同尺度，通过对特征向量进行白

化处理，将原始数据转换成不相关且具有相同方差的新的特

征向量，在实际应用中具有较好的检测、聚类和识别等性能，

因此能够在高维空间中更加准确地描述数据点之间的距离。

使用马氏距离作为距离参数，对于点 pi，设其半径为 r

的邻域点集 pij 所在球体投影到二维平面 L，该平面垂直于点

pi 的法向量 ni，如图 1 所示。

首先计算点云中各邻近点与二维切平面 L 之间的马氏距

离 dm (m = 1,2,…,k) ，可定义为 [12]：

T 1( ) ( ) ( )C −=' ' '
m ij ij ij ij ij ijd p - p p - p p - p     （3）

式中：pij' 为点 pij 在切平面 L 上的投影点。

然后将该距离 dm 的方差定义为：
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式中： id 为各邻近点与切平面之间的马氏距离的平均值。

法向量和马氏距离方差都具有旋转平移不变性，因此将

这两个特征融合为 H(pi)，定义为：

H(pi)( ) i
i

i

H ασ
ω

=p                                                    （5）

式中：i 为特征点的数量，α 为平衡参数。

由式（5）可知，马氏距离方差越大，pi 是特征点的概

率越高，因而 σi 与 H(pi) 成正比；法向夹角越小，其余弦

值越大，pi 是特征点的概率越低，因此法向夹角余弦值与

H(pi) 成反比。

因此，可以根据建立的特征参数来获取特征点对。当

H(pi) 大于阈值 ε 时，可将该点设为特征点；当 H(pi) 小于

阈值 ε 时，该点为非特征点，应将其删去。由此可得到特

征点集 1{ } == xN
i iX x 和 1{ } == xN

i iY y ，其中 Nx 和 Ny 为特征点的

数量。
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 （b）邻近点与切面的马氏距离

图 1  马氏距离

1.2  基于曲率改进的 K4PCS 点云粗配准

1.2.1  曲率计算

曲率可以表征点云局部曲面的形状、凹凸性以及变化趋

势。可以利用点云的局部曲率信息筛选特征点对，有效地减

少配准的时间消耗，并减小配准失败的概率。

这里采用协方差分析法求取采样点的曲率值，根据协方

差矩阵求解出特征值 λ1、λ2、λ3 (λ1 ≤ λ2 ≤ λ3)，则点 pi 处的曲

率表示为：

 S(pi)
1

1 2 3

( ) λ
λ λ λ

=
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1.2.2  改进的 K4PCS

作为一种常见的点云配准方法，4PCS 算法的思想是基

于变换的仿射不变性，通过在两点云的重叠区域内，在一定

距离内找出其对应的四点集，并根据这些点对之间的关系求

解变换矩阵。K4PCS 算法利用 3D 关键点作为 4PCS 算法的

输入，通过较少的下采样和关键点的提取更好地保留点云的

显著特征。

对于给定源点云 X 和目标点云 Y，首先在点集 X 中选择

一个近似共面四点对 M(a,b,c,d)，其中线 ac 与线 bd 相交于

点 e，如图 2 所示。定义交点比率 ε1 和 ε2 为：

1

a - e
a - c

ε =                                                              （7）

2

d - e
a - b

ε =                                                             （8）

              

（a）源点云 4PCS 计算

       

 （b）目标点云 4PCS 计算

（c）交点比率计算

图 2  4PCS 原理

然而，在刚体变换中，ε1 和 ε2 是不变的，从目标点云 Y

中提取四个点集 N(m1,m2,n1,n2)，经过仿射变换后，可以与

点集 M 一致或者近似同余，即：
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对于每对点 {t1,t2} ∈ Y，根据 ε1 和 ε2 计算两个交叉点：

1 1 1 2 1( )ε= + ⋅ −e x x x                     （11）

2 2 2 2 1( )ε= + ⋅ −e x x x                                   （12）
有效点对 N'{m1,m2} 以及 N"{n1,n2} 的交点比 N 需要与

M 的交点比近似，则：

( ) ( )1 2 ζ′ ′′− <e N e N                                                 （13）

( ) ( )2 1e N e N ζ′ ′′− <                                                （14）

式中：ζ 为距离阈值，e1 和 e2 表示可以分离的最大距离。

设 M(a,b,c,d) 为点云 X 中的四个共面点，S(Ca,Cb,Cc,Cd)

是其对应的曲率，d1 = ‖a-c‖，d2 = ‖b-d‖。设 C(x,y) 表示点 x

和 y 处的曲率平均值，对于满足 ‖t1-t2‖ ≈ d1 或 ‖t1-t2‖ ≈ d2 的

所有点对 {t1,t2} ∈ Y，选择一个任意点 ti ∈ Y，计算其对应的

曲率，并提取所有满足 C(ti-tj) ≈ C(a,c) 或 C(ti-tj) ≈ C(b,d) 的

点 ti ∈ Y。

曲率改进的 K4PCS 算法的具体步骤如下。

（1）首先计算特征参数 H(pi) 来提取源点云和目标点云

中的特征点，然后利用协方差分析法对特征点计算曲率值。

（2）在点集 X 中选择一个近似共面四点对 M，并根据

式（7）和式（8）计算交点比率 ε1 和 ε2。

（3）根据式（11）和式（12）计算交叉点，并根据两

个交点比率，在目标点云 Y 中提取满足式（13）和式（14）

与 M 的交点比近似的四点集。

（4）在 Y 中搜索与 M 近似相等的四点集，并筛选满足

C(ti-tj) ≈ C(a,c) 或 C(ti-tj) ≈ C(b,d) 的点对。

（5）通过最小二乘法计算变换矩阵 B，不断迭代以上过

程，最后依据 LCP 准则获得最优变换矩阵 B。

2  基于 TrICP 的点云精配准

为了进一步提高配准精度，下面采用 TrICP 算法进行精

配准，配准步骤如下。

（1）在目标点云中，计算点云 Y 的最近点，构成点对，

计算这些点对的欧氏距离 μi。

（2）按升序对欧氏距离 μi 进行排序，选择顶部的 0.7  n

个点，从第一个点对开始计算均方根误差（RMSE），具体

公式为：

 RMSE
0.7

1

0.7
µ  

=
  

∑ n
iRMSE

n
                                               （15）

式中：n 为点云 Y 中点的数量。

（3）如果 RMSE 小于设定值或数值迭代次数达到上限，

算法终止。否则，继续下一步。
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（4）利用步骤（2）中选取的数组中 0.7  n 点对，采用

最小二乘法求解旋转矩阵 R 和平移向量 T。

（5）将旋转平移矩阵应用在点云 Y 上，得到新的对应

点云 Y'，具体公式为：

Y' = Y×R +T                                                 （16）

（6）Y = Y'，返回步骤（1）。

3  实验结果与分析

实验选取斯坦福公共点云数据模型中的 Bunny、Dragon

和 Buddha 验证以上算法的性能，并在 VS2022 环境下结合

PCL 库进行实现，硬件环境为 Intel i3-8130CPU，8 GB 内存。

对于 Bunny、Dragon 和 Buddha 三个点云数据，分别采

用 ICP 算法、4PCS+ICP 算法和本文算法进行配准，配准结

果如图 3、图 4、图 5 和表 1 所示。

         

        （a）待配准的 Bunny                        （b）ICP

          

            （c）4PCS+ICP                        （d）本文算法

图 3  Bunny 点云配准结果

      

         （a）待配准的 Dragon                     （b）ICP 

       

                （c）4PCS+ICP                     （d）本文算法

图 4  Dragon 点云配准结果

                     

              （a）待配准的 Buddha               （b）ICP      

                        

   （c）4PCS+ICP                （d）本文算法

图 5  Buddha 点云配准结果

表 1  公共点云配准结果

点云

数据
点云数量 配准算法

配准误差

/mm
耗时

/s

Bunny
40 256, 40 097

 ICP 算法 0.103 6 7.54

4PCS+ICP 算法 0.095 1 6.88

本文算法 0.074 0 5.83

Dragon 126 546, 132 000

 ICP 算法 0.068 6 10.23

4PCS+ICP 算法 0.051 1 8.67

本文算法 0.042 4 7.27

Buddha 244 860, 244 200

 ICP 算法 0.096 3 13.39

4PCS+ICP 算法 0.087 9 11.93

本文算法 0.071 9 9.45

根据图 3、图 4、图 5 和表 1 所示的实验结果，可以发

现三种算法均能够有效处理公共点云数据模型，整体来看，

配准效果最好的是本文算法，其次是 4PCS+ICP 算法，最后

是 ICP 算法。与 ICP 算法相比，本文算法的平均配准精度

提高了约 31%，平均耗时降低了约 27%；与 4PCS+ICP 算

法相比，本文算法的平均配准精度提高了约 19%，平均耗
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时降低了约 17%。

这是由于 ICP算法要求点云数据需要有良好的初始位姿，

因此初始位姿较好的 Dragon 使用该算法的配准误差最低，

并且 ICP 算法需要不断迭代来寻找对应点对，故 ICP 算法

在三种方法中耗时最长；4PCS+ICP 算法采用 4PCS 对点云

数据进行粗配准，使点云数据具有良好的初始位姿，但是

配准精度和时间均有待提高；而本文算法是基于曲率改进

的 K4PCS 点云配准算法，通过特征参数提取点云的特征点，

减少了点云数据的规模，并利用曲率改进的 K4PCS 算法提

高了配准精度，最后通过 TrICP 进一步缩短了配准时间，

因此说明基于曲率改进的 K4PCS 点云配准算法是一种有效

的点云配准算法。

4  总结

点云配准作为三维数据处理的关键步骤，其准确性直

接影响到后续模型重建和实体描述的质量。因此，开发一种

既精确又高效的点云配准算法至关重要。本文针对现有算法

存在的配准精度不高、耗时长等问题，提出一种基于曲率改

进的 K4PCS 点云配准算法，首先利用法向角度和马氏距离

方差构造的特征描述符筛选特征点集，然后使用基于曲率

改进的 K4PCS 算法进行粗配准，最后利用 TrICP 算法完成

精确配准。实验采用斯坦福大学提供的 Bunny、Dragon 和

Buddha模型，并与 ICP算法和 4PCS+ICP算法进行对比分析，

结果表明该基于曲率改进的 K4PCS 点云配准算法在配准精

度和耗时上均有明显提升，因此可以说本文算法是一种有效

的点云配准算法。
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