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基于决策树求解非线性规划问题的算法
杨昌霖 1

YANG Changlin    

 摘　要               针对群体智能优化算法具有随机性、盲目性、可编程性差的问题，提出了一种简单有效且不具有随机性

的全局搜索算法，用于求解非线性规划问题。通过对每个决策变量的可行域离散化处理后得到的数据构

建决策树，采用深度优先的规则对最优解进行搜索，搜索的同时用指数衰减函数调整搜索步长，从而逐

步缩小搜索范围，直到结果收敛。算法不具有随机性，不需要编码、解码、交叉、变异等复杂操作，也

不需要随机生成初始种群，可编程性强。对非线性规划的六个测试函数进行求解，并与文献中报道的结

果对比，结果表明基于决策树的遍历搜索对解决非线性规划问题有效，对于多决策变量的复杂优化问题，

采用分组搜索的策略既能保证求解精度，也能保证收敛速度。   
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0  引言

非线性规划问题（nonlinear programming problem，NLP）

是运筹学的一个重要分支，这类问题需要求解 n 元非线性函

数在一组等式或不等式约束条件下的极值问题，广泛存在于

生产管理、质量控制、产品设计等领域，也是实现人工智能

和最优化的基础 [1]。非线性规划问题的解决方法有两类：第

一类是基于梯度信息进行搜索的算法，如中心法、梯度投影

法、惩罚函数法、乘子法等，这类函数往往要求目标函数和

约束函数必须是可微的，对于优化对象复杂的问题，这类方

法只能求得局部最优解 [2]；第二类是全局搜索算法，包括遗

传算法 [3]、粒子群算法 [4] 和各类演化算法 [5]。这类算法属于

群体智能优化算法，无需目标函数连续可微的限制，具有并

行性和全局搜索能力，但是这类算法容易出现早熟收敛，存

在后期寻优能力差的缺陷。

为了解决第二类算法存在的诸多问题，研究者对遗传算

法、粒子群算法和各种演化算法做了很多改进，包括遗传算

法的进化策略、交叉率及变异率的调节、粒子群初始种群的

演化、粒子群惯性权重的调整 [6-9]。从众多的研究成果中不难

发现，改进后的全局搜索算法无论是解的精度，还是收敛速

度，都得到了令人满意的结果。然而，在实际应用过程中仍

然发现以下两方面的问题：一是计算结果具有随机性，对于

决策变量超过 20 个的复杂优化问题，需要运行多次才能得到

最优解，且每次得到的结果存在较大差异 [10-11]；二是算法中

涉及的交叉、变异、种群进化等操作需要借助软件提供的库

函数实现 [12]。由于软件自带的函数没有在文中予以说明，一

些算法的准确性很难得到验证，仿真结果的重现性差。因此，

提出一种简单有效、易于编程和验证的搜索算法，对解决非

线性规划问题具有重要意义。

本文通过构建决策树描述非线性规划问题的可行解，基

于深度优先的规则遍历搜索树，对最优解进行搜索，在搜索

的同时对决策变量的搜索区间进行自适应调整，以提高收敛

速度。算法无需编码、解码、交叉、变异等复杂操作，也不

需要随机产生初始种群，结果不具有随机性，且编程容易实

现。采用 Keane's Bump 问题对算法进行测试，得到了令人满

意的结果，证明基于决策树的遍历搜索算法对求解非线性规

划问题有效。

1  非线性规划问题

非线性规划问题的数学模型可描述为：
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式中：f(x)为目标函数，gi(x)和 hj(x)分别是不等式和等式约束，

且至少有一个是非线性函数。x={x1,x2,…,xn} ∈ Rn 为决策变量，

F={x|gi(x) ≤ 0, hj(x) = 0} 为可行域，若存在 x* ∈ F 使得对任意

x ∈ F 都有 f(x*) ≤ f(x)，则 x* 是 f(x) 在可行域 F 上的最优解，

f(x*) 为最优值。
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2  算法实现

2.1  可行域离散化处理

根据式（1），任意一个决策变量的约束条件可以表示为：

iii uxl ≤≤                                                                （2）
假设 [li,ui] 区间内待搜索点的数量为 si，则决策变量 xi

的搜索步长为：
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d                                                                （3）

将 xi 所对应的可行域 F 离散为 si 个数据组成的集合，其

中任意一个点可以表示为：

1,,2,1,0,, −=⋅+= iiiji sjjdlp                                  （4）

2.2  构建决策树

将每一个决策变量对应的可行域中的所有点用决策树的

结构来描述。假设两个决策变量中给定其中一个变量 x1 的值

p1，另一个决策变量 x2 可行域所对应的离散点构成的集合表

示为 {p2,1, p2,2, …, p2,s2}，则根节点为 p1，叶节点为 x2 对应的

点集，构建决策树为图 1。

图 1  两个决策变量构建的决策树

图 1 为决策树的基本单元，显然，对于图 1 所示的情况，

通过遍历 x2 可行域中的所有点即可找到最优解。搜索顺序为：

(p1,p2,1)，(p1,p2,2)，(p1,p2,3)，…，(p1,p2,s2) 将两个决策变量的

情况推广至 n 个决策变量的情况，可构建决策树如图 2 所示。

图 2  n 个决策变量构成的决策树

按照深度优先的遍历规则，即从最顶层的节点向下逐步

检索，假如该节点存在叶节点，则优先遍历叶节点，假如该

节点所属的叶节点全部遍历完成，则遍历该节点的兄弟节点。

2.3  构建决策树

搜索过程从最顶层至最底层逐步展开，决策树中的每一

层对应一个决策变量，每个决策变量 xi 的可行域由 si 个数据

构成，搜索过程中记录下每一个决策变量已完成的搜索点的

个数 ti，通过判断搜索点的个数是否达到 si 保证搜索过程持

续进行，具体过程如下。

（1）将每个决策变量所对应的已完成的搜索点的数量 ti

的初始值设为 0，当前层设置为第一层。

（2）提取当前层对应的决策变量的 ti 值，判断 ti 是否等

于 si，如果 ti<si，则表明可行域中存在待搜索的数据点，如

果 ti = si，转步骤（4）。

（3）将可行域中第 ti 个数据点提取到 sequence 数组中，

如果当前当前层为最后一层，转步骤（6），如果当前层不是

最后一层，则层序号加 1，当前层设置为第 i+1 层，开始提

取 i+1 层的待搜索数据，回到步骤（2）。

（4）如果 ti = si，则表明可行域中的所有数据点均已搜

索完成。

（5）将该层对应的 ti 设为 0，第 i-1 层已完成搜索的点

的数量 ti-1 加 1，当前层设置为 i-1 层，转步骤（7）。

（6）对于步骤（2）中 ti<si 的情况，如果当前层等于

最后一层，则表明一组可行解已经产生，且数据已经存放在

sequence 中，此时需要计算目标函数的值并与历史数据进行

对比，如果为历史最优值，则将最优值保存到 fmin 中。判断

完成后，当前层为最后一层，ti 值加 1，回到步骤（2）。

（7）步骤（5）的执行意味着第 i 层至最后一层中的任

意一层的 ti 值均为 0，此时需要更新根节点开启下一轮搜索，

如果 i<0，表明根节点已无法更新，所有决策变量可行域中

的点均已参与了搜索过程，程序结束，如果 i≥0，用新的根

节点开启下一轮搜索，回到步骤（2）。

按照上述规则可以保证每一轮搜索得到的解不会重复，

程序最终输出的 fmin 即是搜索得到的最优值。

2.4  搜索步长的动态调整

上述算法是一种近似于枚举法的算法，因此是一种全局

搜索算法，用式（4）确定的 pij 建立可行域，则优化结果与

理论最优解的误差完全取决于搜索步长 di 的大小，显然，di

越小，优化结果越准确，但是这样会大大增加计算量。为了

同时保证算法的效率与可靠性，本文采用动态调整步长的方

法实现在有限个 si 中搜索到最优解。搜索步长与迭代次数的

关系可表示为：

( )qrdd qi ⋅= exp0,                                                     （5）
式中：d0 是搜索步长的初始值，q 是迭代次数，r 是搜索步长

的衰减系数，值小于 0，影响搜索的收敛速度。

2.5  多决策变量的搜索策略

当决策变量较多时，即便采取动态调整搜索步长的方法

也很难提高搜索效率，此时需要采取分组搜索的办法提高收

敛速度。将决策变量分成 w 个组，每个组包含的决策变量的

数目为 gk，则决策变量总数 n 等于所有组的决策变量之和：
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                                                                 （6）

对于任意一组决策变量，用 im 表示第 k 组决策变量的起

始序号，in 表示第 k 组决策变量的末尾序号，则：
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采用分组的方式组织搜索时，每一次迭代只针对一个组

中的决策变量进行搜索，其他组的决策变量的值为固定值。

每一次迭代所针对的变量组不同，即待搜索变量组 k 的取值

与迭代次数 q 有关：

1% += wqk                                                              （9）

“%”表示取余数。当针对第 k 组决策变量进行搜索时，

si 的取值为给定值，其余组决策变量的 si 等于 1：
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分组搜索的计算过程如下。

（1）令迭代次数 q 为 0，设定初始值，包括组的个数 w，

每个组的决策变量的数量 gk，每个决策变量对应可行域中的

点的个数 si，每个决策变量的初始上限 li，每个决策变量的初

始下限 ui 以及控制搜索步长衰减速度的系数 r。

（2）根据式（3）计算搜索步长的初始值 d0。

（3）根据式（9）计算待搜索的组的序号 k。

（4）根据式（7）和式（8）计算第 k 组决策变量的初始

序号和末尾序号。

（5）根据式（10）重新计算每个决策变量对应可行域

中点的数量 si。

（6）根据式（4）得到决策变量可行域中离散点的值。

（7）用给出的深度优先遍历算法计算最优值。

（8）判断迭代是否收敛，如果收敛程序结束，如果不

收敛，迭代次数加 1。

（9） 根据式（5）计算第 q 次迭代的搜索步

长 di,q，返回步骤（3）。

3  计算实例

采用文献 [3] 中提供的五个测试函数以及

Keane's Bump 函数对算法的可靠性进行验证。其

中，G1(x) 是区域约束优化问题，G2(x) 是不等型

约束优化问题，G3(x) 是多峰问题，G4(x) 是可行

空间非凸非线性问题，G5(x) 是惩罚方法难问题，

G6(x) 是 Keane's Bump 问题，具有三超特性（超

非线性、超多峰、超高维），已成为国际上通用

的衡量优化算法的测试函数。G1(x) ～ G5(x) 取最

小值，G6(x) 取最大值。本文以 n=20 的 Bump 函

数作为测试函数，函数表达式为：

          

         （11）

受限于：

               

                      （12）

求解过程中 si、d0 和 r 的取值见表 1。

表 1 求解过程中用到的参数

目标函数
参数

si d0 r

G1(x) 6 2 -0.006 734
G2(x) 8 2 -0.010 101
G3(x) 20 0.005 -0.006 734
G4(x) 10 1 -0.010 101
G5(x) 8 2 -0.006 734
G6(x) 9 2 -0.020 203

对于 G6(x)，采用分组搜索的方法，每组对应的决策变量

的数量见表 2。对于 G1(x) ～ G5(x)，本文算法与其他算法所得

到的目标函数的最优值见表 3。G1(x) ～ G5(x) 的最优解见表 4。

对于 G6(x)，本文算法与其它算法所得到的目标函数的最优值

见表 5，本文算法得到的最优解见表 6。

表 2  G6(x) 中 20 个决策变量的分组情况

k 1 2 3

gk 7 7 6

表 3  G1(x) ～ G5(x) 目标函数最优解计算结果对比

目标

函数

算法名称

解类型 遍历搜索 GA IFGA PSO Pareto 演化

G1(x)
最优值 30 665.539 -30 665.5 -30 665.539 -30 664.7 —

最差值 — -30 236.6 -30 665.4432 -30 656.1 —

平均值 — -30 533.8 -30 665.486 08 -30 662.8 —

G2(x)
最优值 24.313 23 24.856 24.306 209 02 24.808 18 24.306 209 1
最差值 — 26.11 24.306 209 1 26.182 73 24.362 999 9
平均值 — 25.237 24.306 209 09 25.408 52 24.325 487 7

G3(x)
最优值 0.095 825 0.095 825 — 0.095 825 —

最差值 — 0.095 825 — 0.095 825 —

平均值 — 0.095 825 — 0.095 825 —

G4(x)
最优值 680.630 060 680.67 680.630 063 680.675 680.630 1
最差值 — 683.74 — 680.904 7 —

平均值 — 681.62 — 680.786 7 —

G5(x)
最优值 7 049.857 6 7115 — 7 188.84 7 049.248 021
最差值 — 7 384.29 — 7 225.98 7 058.235 358
平均值 — 7 795.93 — 7 222.39 7 051.287 429
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4  结果分析

从表 1 中可以看出，对于 G1(x) 和 G3(x)，本文提出的算

法与遗传算法和粒子群算法都能得到最优结果。对于 G2(x)，

遍历搜索算法得到的结果优于 GA 和 PSO 算法给出的最

优解，与 Pareto 算法相比，遍历搜索算法得到的结果优于

Pareto 算法的平均值。对于 G4(x)，本文算法得到了已知最优

解 680.630 06，但是对于遗传算法、改进遗传算法和粒子群

算法，得到的 G4(x) 的最优解均大于 680.630 06。需要说明的

是，文献 [5] 和文献 [6] 中虽然明确指出得到了已知最优解，

但实际上，将两篇文献中提供的 G4(x) 中 7 个决策变量的最

优值代入目标函数中得到的结果均大于 680.630 06，表 1 中

给出的 IFGA 和 Pareto 的结果是根据文献中给出的决策变量

的最优解计算得到的结果。对于 G5(x)，本文算法得到的结果

同样优于遗传算法和粒子群算法，与 Pareto 算法相比，遍历搜

索算法得到的结果优于 Pareto 算法的平均值。对于 G6(x)，文

献中报道的最优结果是 0.803 618 6，本文算法找到了新的最优

解 0.803 619 1，对应的 20 个决策变量的值见表 6。

通过上述分析可以发现，本文提出的基于决策树的搜索

算法与遗传算法和粒子群算法相比，求解能力更强，即便是

与改进的遗传算法和演化算法相比，遍历搜索算法的结果也

比这两种算法得到的平均值要好。更重要的是，基于决策树

的搜索算法独立运行一次就能得到最优结果，其

他几种算法具有随机性，需要独立运行多次才能

找到最优结果，因此，本文提出的算法稳定性更好。

5  结论

6 个测试函数的求解结果表明，对于非线性

规划问题，采用基于决策树的搜索算法可以得到

比遗传算法和粒子群算法更好的结果，尤其是对

于多决策变量的规划问题，该方法在求解精度上

的优势更为明显。用指数衰减函数调整搜索步长

可以有效避免早熟收敛。
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表 4  本文算法得到的 G1(x) ～ G5(x) 决策变量最优解计算结果

目标函数 x1 x2 x3 x4 x5

G1 78.000 000 33.000 000 29.995 256 45.000 000 36.775 813
G2 2.161 275 2.390 506 8.779 185 5.101 734 48 0.995 316 56
G3 1.227 973 4.245 08 — —

G4 2.330 756 1.951 53 -0.477 199 4.365 240 -0.624 449
G5 549.923 1 361.300 43 5 138.633 437 179.511 532 294.454 663

目标函数 x6 x7 x8 x9 x10

G1 — — — — —

G2 1.429 575 00 1.300 701 32 9.811 608 22 8.258 968 19 8.392 825 36
G3 — — — — —

G4 1.037 988 1.594 356 — — —

G5 220.488 468 285.056 869 394.454 663 — —

表 5  G6(x) 目标函数最优解计算结果对比

最优解

类型

算法名称

本文算法 HPSO 混合粒子群 FPDC 遗传算法 PSODE 粒子群算法

最优值 0.803 619 1 0.803 502 8 0.802 747 0.803 618 6
最差值 — 0.800 — 0.803 604

表 6  本文算法得到的 G6(x) 中 20 个决策变量的最优解

x1 x2 x3 x4 x5

3.162 338 06 3.128 245 60 3.094 736 81 3.061 425 22 3.027 928 24
x6 x7 x8 x9 x10

2.993 840 05 2.958 710 65 2.921 895 19 0.494 973 57 0.488 511 802
x11 x12 x13 x14 x15

0.482 474 411 0.476 802 353 0.471 403 474 0.466 279 336 0.461 409 682
x16 x17 x18 x19 x20

0.456 767 563 0.452 345 596 0.448 120 5 0.444 076 158 0.440 200 266


