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基于四元数矩阵的彩色图像鲁棒主成分分析
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 摘　要                  为突破传统彩色图像恢复技术瓶颈，解决彩色图像在传输、存储或受噪声干扰等过程中出现的退化问题，

文章提出了一种基于四元数的广义高阶标量恢复方法。首先，将传统四元数二阶矩阵模型扩展为更全

面的“t- 矩阵”高阶模型，并采用像素邻域扩展策略，实现对像素局部结构信息的精细化建模与表达。

在此基础上，开发 QRPCA 和 QTRPCA 两种常规算法，将常规矩阵及四元数主成分分析算法推广至

其高阶形式以适应新模型。通过公开图像数据集的实验验证表明，与传统的低阶张量模型和常规四元

数鲁棒主成分分析模型相比，文章提出的四元数广义鲁棒主成分分析模型及其算法在恢复精度方面具

有显著优势。   
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0  引言

主成分分析（PCA）
[1 ] 是数据分析中的一种基础技术，

利用高维数据中的低维结构来有效提取主要特征，从而优化

计算效率。PCA 的一个显著局限在于其对严重异常值或离群

点的敏感性，而这些在实际应用中普遍存在。为解决这一问

题，研究者们提出了多种鲁棒性的 PCA 版本。 

鲁棒主成分分析（RPCA）[2 ] 旨在将给定的数据矩阵分

解为低秩部分和稀疏部分，其中低秩部分表示数据的主要结

构，稀疏部分则表示噪声或异常值。具体来说，给定观测矩

阵 ，RPCA 通过求解以下优化问题来恢复 L 和 E：

                    （1）

式中： 表示矩阵 L 的核范数； 表示矩阵 E 的 范数；

λ > 0 表示权衡参数。

然而，RPCA 只能处理二维（矩阵）数据，而实际数据

通常是多维的，存储在称为张量的多维数组中。为解决这一

局限，张量鲁棒主成分分析（TRPCA）被提出。将 RPCA 扩

展到张量形式，以处理多维数据，TRPCA 旨在从高维张量数

据中分解出低秩和稀疏成分。

例如，Lu 等人 [3 ] 提出了基于张量核范数（TNN）的

TRPCA 模型，通过求解以下优化问题：

                   （2）

式中： 表示张量 的张量核范数； 表示张量 的

范数。TRPCA 模型允许使用 n3=3 的张量来表示彩色图像，

从而能够同时处理 R、G、B 三个颜色通道，充分考虑其之

间的相关性。

然而，传统的 TRPCA 模型在处理彩色图像时，可能未

充分利用颜色通道之间的强相关性。近年来，四元数理论的

应用显示了在彩色图像处理中建模通道间相关性的优势。

本文基于四元数理论，对传统的 RPCA 进行四元数扩展，

提出了四元数鲁棒主成分分析（QRPCA）模型，实现彩色图

像的整体处理。此外，进一步将其扩展到张量形式，提出了

四元数张量鲁棒主成分分析（QTRPCA）模型，以期获得更

优的处理效果
[4]。该模型融合了四元数和张量的优势，为彩

色图像和多维数据的鲁棒主成分分析提供了新的思路。

1  四元数与彩色图像

1.1  四元数

四元数（Quaternion）的概念由 W.R. Hamilton 于 1843

年提出，是对复数的推广。四元数的集合记为 H。

一个四元数 q 是由一个实部和三个虚部组成的超复数，

形式为：

                    （3）

式中：R(q) 表示实部；I(q)、J(q)、K(q) 表示虚部；i、j、k

表示满足以下乘法关系的虚数单位：

                                   （4）

给定一个四元数矩阵：
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                    （5）

式中： 。可以将 Q 表示为：

                                                                    （6）

式中： ， 。

为将四元数矩阵映射为复矩阵，利用等价关系表示为：

                   （7）

式中： 表示矩阵 A 的共轭。

类似四元数矩阵也可以表示为实矩阵。对于任意给定的

，可以表示为：

                    （8）

通过对 QR 进行奇异值分解（SVD）来求得 Q 的 SVD。

这一方法利用实矩阵计算的高效性，从而加速了四元数矩阵

的分解过程。

1.2  彩色图像的四元数表示

将四元数模型用于彩色图像最早由 Pei 等人提出，从而

发展出一系列用于彩色图像处理的强大工具，如傅里叶变换。

在这种模型中，彩色图像的每个像素的 R、G、B 值被映射

为四元数 3 个虚部 i、j、k，实部设为 0。因此，尺寸为 M×N

的彩色图像可以表示为四元数矩阵：

    （9）

式中：fR(m,n)、fG(m,n) 和 fB(m,n) 分别表示像素 m×n 处的 R、

G、B 通道的灰度值。

通过将彩色图像表示为四元数矩阵，能够在四元数域 H

上应用鲁棒主成分分析（RPCA）等算法来处理彩色图像数据。

因此，尺寸为 M×N 的彩色图像可视为 Hm×n 中的一个元素，

即一个 M×N 的四元数矩阵。

这种表示方法的优势在于能够自然地捕获颜色通道之间

的相关性，提供比单独处理每个通道更丰富的结构信息。为

后续的图像处理和分析算法奠定坚实基础。

2  T- 矩阵

以数组作为元素是一种新颖的高阶数组表示方法，使得

数据结构信息更好地保留。广义矩阵（T-matrix）是由称为广

义标量（t-scalars）的元素组成的矩形数组。

2.1  广义标量（t-scalars）

在经典矩阵分析中，矩阵的元素通常是实数或复数。然

而，通过将这些元素扩展为任意固定阶数和大小的数组，推

广广义标量（t-scalar）的概念。高阶四元数数组是 t-scalar 的

典型例子。参照 LMaybank 的框架
[5]，对 t-scalar 进行了推

广。t-scalar 的引入为构建新型矩阵提供了理论工具，使许多

经典矩阵算法能够推广到 t- 矩阵算法领域。以下定义形式化

了 t-scalar 的运算。

定义广义标量（t-scalars），令 m 和 n 为正整数，H表

示四元数集合。一个 t-scalar 是一个固定尺寸的 m×n 四元数

数组，即 ，其中 。在集合 C 上定义以下运算：

（1）加法：对于任意 ，其和 按元素

相加定义为：

                  （10）

（2）数乘：对于任意 和 ，定义为：

                                                   （11）

式中： 。

（3）乘法：对于任意 ，定义其乘积 为

二维循环卷积：

                                 （12）

式中： ， ，且 1≤p≤n，
1 ≤ q ≤ n。

2.2  广义矩阵

广义矩阵（T-matrices）是广义标量（t-scalars）的矩形

容器。由于 t-scalars 的数据结构是 中的数组，所

以将 中广义矩阵表示成高阶数组形式为 。

广义矩阵的高阶数组的数据结构，部分研究者将这些广

义矩阵称为张量 [6]。对广义矩阵的运算类似于对传统矩阵的

运算。具体来说，有以下定义：

（1）四元数广义矩阵的模式 k 展开 [7]：对于任意一个 n

阶四元数广义矩阵，其模式 k 展开被定义为：

 （13）

式中： 是 的第 条目。

（2）四元数广义矩阵的模式 k 乘法 [8]: 对于任意一个四元

 数广义矩阵 和一个四元数矩阵 ，

其模式 k 乘法表示为：

 （14）

则：

                     （15）

3  鲁棒主成分分析及其扩展

本章介绍了基于四元数矩阵的 RPCA 框架，将传统的

SVD 扩展至 QSVD，及其高阶 QTSVD，并提出了一种高阶
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QTRPCA 方法及其优化算法。

3.1  基于四元数矩阵的鲁棒主成分分析

给定一张尺寸为 M×N，具有 R，G，B 三个通道的彩色

图像 ，可以将其表示为一个四元数矩阵：

           （16）

式中： 分别表示彩色图像的 R、G、B 三个

通道的灰度矩阵。

彩色图像的恢复问题旨在从观测到的四元数矩阵

中恢复受损的低秩四元数矩阵 L，满足：

                                                                 （17）

式中：L 是低秩四元数矩阵； S 是与噪声或异常值相关的稀

疏四元数矩阵。

四元数的应用促进了基于彩色图像传统算法的扩展，包

括广受认可的奇异值阈值（singular value thresholding, SVT）

算法 [9]，在鲁棒主成分分析（robust principal component anal-

ysis, RPCA）问题中发挥着关键作用。使用四元数，可以有

效地处理彩色图像，保留通道间的相关性，提升恢复算法的

性能。算法 1 给出了在四元数矩阵的奇异值阈值法（quater-

nionic svt, QSVT）的伪代码。

与传统 RPCA、TRPCA 等多通道方法相比，使用四元数

核范数（QNN）惩罚是提高许多彩色图像恢复性能的有效方

法之一，其原因之一是在四元数作用域下的 RPCA 以一种整

体的方式合并了三个通道的相关信息。

3.2  基于广义四元数矩阵的鲁棒主成分分析

现有的基于四元数的方法大多局限于一维四元数向量或

二维四元数矩阵。通过像素邻域策略对传统的 QRPCA 算法

进行高阶扩展。具体而言，图 1 给出了“3×3 像素邻域”的

扩展策略。

图 1 “3×3 像素邻域”的扩展策略

广义四元数矩阵的鲁棒主成分分析问题旨在从一个四

元数广义矩阵中恢复出其低秩部分和稀疏部分。通常广义四

元数矩阵的结构假设是低秩的或近似低秩的。在数学上，

QTRPCA 问题的优化模型可表示为：

                 （18）

上述问题可以用交替方向乘子法（alternating direction 

method of multipliers, ADMM）求解。计算广义四元数矩阵的

核范数是一个关键。定义广义四元数矩阵的奇异值阈值算子

为：

                              （19）

式中： 为广义四元数矩阵 的模式 k 展开。本文采用邻

域拓展策略将四元数矩阵进行扩展后得到的广义四元数矩阵

为 ，为保证像素邻域间的相互关系，将不对

3×3 所在的维度展开。

基于广义四元数矩阵的 QRPCA 流程如图 2 所示。

图 2  QRPCA 流程

四元数化：以四元数矩阵的形式重构彩色图像。

邻域扩展：其邻域扩展过程如图 2 所示。设矩阵的

大小为 D1×D2。每个像素都有一个大小为 I1×I1 的像素邻

域。如果一个像素在图像的边界处，可以在必要地方填充

“0+0i+0j+0k”，以获得该像素的 I1×I1 邻域。将每个像素替

换为它的像素邻域，就有针对彩色图像的多路阵列表示，即

的 t- 矩阵。

广义 QRPCA：在广义四元数矩阵上进行相应的 QRPCA

操作。有关的优化详细信息，如算法 2 所示。
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降阶：选取广义四元数矩阵中各像素的中心点。

输出：与输入同类型且大小相等的输出。

4  实验

在本节中，通过具体的实验展示 QTRPCA 与其他典型的

竞争方法在彩色图像恢复任务中的恢复性能。

4.1  实验参数设置

数据集：使用（berkeley segmentation dataset, BSDS）作

为数据库。 

图片的大小为 321×481×3 或 481×321×3。在图 3 中展

示了测试数据集中的一些样本。为测试该方法的恢复性能，

在每个图像中加入随机噪声。具体来说，将每张图像中 10%

的像素随机设置为 [0,255] 中的随机值。图 3 第二行显示了

带有噪声的图像样本。

（a）原图

（b）噪声图像

（c）RPCA

（d）TRPCA

（e）QRPCA

（f）QTRPCA

图 3  测试数据集样本

使用的竞争方法包括传统 RPCA，张量 -TNN（TRPCA），

基于四元数的 RPCA（QRPCA)，以及广义四元数矩阵的

RPCA（QTRPCA)。

4.2  实验结果及分析

所有竞争方法的恢复结果如图 3 所示，各个恢复图像的

PSNR 值如表 1 所示。可以看出，QTRPCA 在大多数情况下

表现更好。这表示基于广义四元数矩阵的 RPCA 方法可以直

接应用于彩色图像恢复任务。

表 1  各恢复图像的 PSNR 值

图像 1 2 3 4

RPCA 26.992 0 27.86 20.716 8 29.796 0

TRPCA 29.804 0 29.964 4 23.510 5 32.840 8

QRPCA 29.741 1 30.213 1 23.840 0 33.650 3

QTRPCA 30.114 9 30.833 2 23.23 74 33.778 0

5  结论

从 BSDS 数据集随机选择彩色图像作为测试集对传统

的 QRPCA 与广义四元数 RPCA 进行实验分析比较。实验数

据表明，广义标量为二阶的四元数矩阵所获得图像的峰值信

噪比要优于传统的广义标量为一阶的四元数矩阵所获得的

结果。
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