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基于低频近似的光滑相位恢复算法研究
刘小雅 1

LIU Xiaoya    

 摘　要               由于自然图像的大部分信息集中在低空间频段，而相位恢复算法中的损失函数通常为非凸且不光滑，尤

其是绝对值项的不光滑特性会恶化 AF 算法的性能。为此，文章提出了一种基于低频系数近似的光滑共

轭振幅流（FSCG）算法。该算法通过设计光滑的损失函数，避免了当 ai
Hz 接近零时梯度突变的负面影

响，并且不依赖于传统的截断和重加权过程，从而简化了实现过程并提高了性能。大量数值试验证明，

FSCG 算法在一维情况下的收敛速度优于现有方法，并且在二维图像的振幅与相位重构中也表现出良好

的效果。   
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0  引言

在信息技术的发展过程中，相位恢复（phase retrieval, 

PR）是信号处理中的一种重要技术，其本质是解决逆问题，

通过从部分缺失、模糊或无法直接测量的数据中恢复完整

的信号信息。在实际应用中，信号往往在采集、传输或存

储过程中受到噪声干扰、数据丢失或测量限制，这些问题

使部分关键信息（尤其是相位信息）无法直接获取或测量。

相位恢复技术通过一系列优化算法和数学建模，从可获得的

强度或振幅数据中推断出丢失的相位信息，从而重建信号的

完整形式。

PR 也广泛应用于压缩感知、信号去噪、数据插值等技

术密切相关，为从不完整的数据中恢复出精确的信号信息提
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供了强有力的理论和算法支持。比如在无线通信中，PR 算法

常被用于信道估计 [1]，特别是在多径传播环境下，通过从测

量数据中恢复真实的信道状态，帮助实现高效的数据传输和

信号恢复；在压缩感知与数据恢复中 [2]，通过将高维数据映

射到低维空间进行有效压缩，并在数据重建时使用优化算法

从有限的测量数据中恢复出完整的信息；在医学超声成像 [3]

中，PR 算法有助于恢复组织内部的详细结构信息，提升图像

分辨率，帮助医生更好地诊断疾病；在天文学 [4] 中，PR 技

术可以帮助天文学家从地面望远镜观测的数据中恢复星系、

恒星和其他天体的详细信息，提升遥远天体的观测精度，推

动天文研究向更深远的宇宙探索发展。

在数学上，PR 是求解如下形式的方程组：

                                          （1）

式中：y∶=[y1,y2,…,ym]T 为测量向量；x 为待恢复的信号；ai

为已知感知向量。

回溯过往，关于相位恢复（PR）问题研究取得了显著

进展。求解 PR 问题的经典方法主要包括基于交替投影的

（gerchberg-saxton, GS）算法 [5] 和混合输入 - 输出（HIO）算

法 [6]。尽管这些方法得到广泛应用，但其存在高复杂度问题。

针对该问题，Candes 等人 [7] 提出了 Wirtinger 流（WF）算法

并基于此，衍生出了两个变体：截断 WF（TWF）算法 [8] 和

重加权 WF（RWF）算法 [9]。然而，通过最小化以下基于振

幅的模型被发现可以获得更好的性能：

                                （2）

这种方法被总结为幅度流（AF）算法 [10]。为进一步提

高 AF 的性能，Wang 等人 [11] 提出了截断 AF（TAF）算法 [12]

和重加权 AF（RAF）算法，在梯度研究中分别采用截断和重

加权操作。

从统计学角度来看，自然图像的大部分信息主要集中在

低空间频段，其中低频部分通常对应图像的边缘以内区域。

对于一幅图像而言，边缘内的内容包含了图像的大致概貌和

轮廓，构成了图像的近似信息。图 1 是一个对于一维信号和

二维信号的低频系数分布图。

图 1  一维信号和二维信号的低频系数分布

因此，本文在第一阶段通过近似求解 x 的低频系数 q，

其中，q 的大小为 k×1。由于低频信息可以通过少量的低频

系数来有效表示，且 k 远小于 n，这意味着未知数的数量大

幅减少，从而使得 FSCG 算法能够显著降低样本的复杂度。

这种减少未知数的思想同样被应用于稀疏相位恢复中。

从理论上分析，为了分离迭代过程中过大或过小的梯度

分量，TWF、TAF 算法采用截断法去除影响过大的分量。而

RWF 和 RAF 算法则通过在每次更新时降低这些成分的权重

来控制这些成分。然而，这些方法往往会导致搜索方向不一

致，并增加计算复杂度。因此，Luo 等人 [13] 提出了平滑振幅

流（SAF）算法，并引入了两个平滑函数来解决相位恢复模

型的非平滑性问题。此外，Gao 等人 [14] 还提出了扰动振幅流

（PAF）算法，该算法引入了一个参数来降低不良观测值的

影响。同时保持平滑损失函数，起到类似截断 /再加权的作用。

在本文中，式（2）是一个非凸非光滑函数，非光滑绝

对值项可能会恶化 AF 的数值性能。在优化过程，损失函

数中的绝对值项 |ai
Hz| 在 x=0 处是不可微的，也就是说，当

ai
Hz 的值接近 0 时，梯度会发生突变，导致搜索方向不一致

而增加计算复杂度。当被一个不理想的平稳点 z 卡住时，

ai
Hz 和 ai

Hx 之间须有符号差异，即 ai
Hz ≠ ai

Hx。此外，通过

利用自然图像的大部分信息都集中在低空间频段这一特性，

使用几个低频系数来表示近似表示全部信息，大大降低样本

的复杂度。

1  所提算法

1.1  低频系数近似

在 FSAF 方法的第一阶段中，x0 通过幂迭代方法被低频

系数 q0 近似表示为：

                         （3）

式中：Fl 为一个由低频傅里叶基构成的子空间矩阵，矩阵大

小为 n×s，包含低频基 {f1,f2,…,fs}，代表低频子空间；s 为

低频基的数量，表示从完整的傅里叶基中选择的低频分量的

个数。在实际应用中，可以通过快速傅里叶变换计算 Fq0，

为了限制计算在低频范围内，会在 q0 的高频部分用零填充。

在 FSCG 的幂迭代方法中，截断强度

被用来近似 q0。Φ是一个逻辑矩阵，保留符合条件的元素，

其余置零。

                                      
          （4）

式中：⊙表示 Hadamard 乘积，即逐元素相乘； 表示 y 的平

均值；c 表示一个常数参数。FSAF 方法的实现过程通过幂迭

代方法计算 的主特征向量。

首先，将迭代计数 t 初始化为 1，并随机生成一个频率

系数向量 q0，然后对其进行归一化处理，即 q0=q0/||q0||。接着，

计算更新向量 q0：
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                                         （5）

式中：Fl 或 Fl
H 可以分别用傅里叶变换（FFT）或快速傅里

叶逆变换（IFFT）来计算。然后，利用 q0
'=q0

'/||q0
'|| 来更新当

前频率系数。该迭代的终止条件设置为 t=200。并得到最终

初始化值：

                                                              （6）

1.2  光滑的共轭迭代

利用光滑共轭的梯度下降算法，以 z0 作为初始化迭代，

寻找全局最优。由维尔丁格导数得出对 z 的梯度 lθ(zt) 为：

  （7）

通过一系列的梯度迭代进行估计：

                                                     （8）

式中：t 为迭代次数；μt 为步长。本文使用 （polak-ribière-

polyak, PRP）方法来确定 zt+1 搜索方向，则 dt 为：

                          （9）

式中：如果 t=0，则 。并且更新方向 dt 是由当前的梯

度 lt
θ 和之前的方向 dt-1 结合得到的。

对于步长 μt 来说，本文采用了自适应的步长计算方式，

这样对于每次迭代步长 μt 的选择是一个最优的过程，而不是

依赖经验值。具体的步长 μt 公式为：

                             （10）

式中： ， ，且 ， ，

，其中 ，且误差为 。

因此通过式（10）的闭式解可以直接计算步长 μt，减少

数值求解的复杂度。

2  实验部分

本节展示了一系列数值实验，用以验证理论分析的有

效性。此外，将 SPAF 方法与其他先进的梯度下降方法进行

比较，包括 PAF、SAF 和 TAF 算法。所有实验均在一台运

行 Windows 10（64 位）的计算机上进行，硬件配置为 Intel 

Core i5-8250U CPU 和 8 GB RAM， 实 验 平 台 为 MATLAB 

2016a。在确保公平比较的前提下，各方法的算法参数均设置

为推荐值。每种方法的初始化通过 100 次幂迭代实现，随后

进行 T=1 000 次梯度迭代进行精细优化。

2.1  收敛性

为验证算法的收敛性，绘制了在无噪声条件下，不同迭

代次数对应的复值信号的相对误差曲线。其中，纵坐标表示

相对误差的对数值（log10），横坐标表示迭代次数。实验中，

信号长度设定为 n=1 000，采样率为 m/n=3，并进行了 1 000

次独立试验。将所提出的算法与其他方法进行了比较，结果

如图 2 所示。

图 2  复值情况下不同算法收敛速度的比较

从图中可以观察到，FSCG 算法在所有方法中表现出最

优的性能。在初期迭代阶段，FSCG 算法能够快速降低相对

误差，显著优于其他方法，并且在随后的迭代过程中始终保

持较低的误差水平。最终误差最小，且收敛过程稳定高效，

明显优于其他算法。相比之下，SAF 和 PAF 方法虽然在初期

迭代中表现出一定的误差下降趋势，但在后期收敛速度较慢，

误差水平始终偏高。TAF 方法尽管在整个迭代过程中展现出

更为平滑的改进趋势，但其最终误差仍然较大，难以达到高

精度的要求。

综上所述，FSCG 算法不仅在收敛速度上展现出显著优

势，而且能够达到更低的误差水平。其优异的性能证明了算

法在复值信号处理中的可靠性和实用性。

2.2  真实值和恢复值

为了验证算法的恢复性能，图 3 展示了在无噪声条件下，

不同迭代次数下复值信号的振幅和相位的实验结果。这两幅图

中均包含两组数据：真实值（GT）和恢复值（Rec）。其中，

星形表示真实值，代表原始信号的振幅或相位数据；线条则表

示恢复值，旨在尽可能接近真实数据，以评估算法的恢复精度。

从实验结果可以看出，恢复数据与真实数据之间的差异

极小。恢复值（Rec）紧密跟随真实值（GT）的变化趋势，

展现了该算法在振幅和相位恢复上的高精度表现。图中的恢

复曲线与真实数据在整体波动趋势上高度一致，进一步表明

算法在保留信号特征方面的可靠性。无论是振幅数据还是相

位数据，恢复算法均表现出优异的性能，能够在较少的迭代

步骤内实现精确的重建。

综合来看，该恢复方法不仅在无噪声条件下展现了极高

的准确性，而且具备快速收敛的特点，适用于对数据恢复精

度要求较高的应用场景。
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图 3  基于无噪声条件下复值信号的振幅与相位恢复

2.3  二维图像的振幅与相位恢复

为验证所提出算法在二维图像恢复中的性能，选取两张

图像进行了测试，并展示了其对应的振幅和相位恢复效果。

如图 4 所示，第一行分别为原始的“城堡图”和“狒狒图”。

从“城堡图”对应的振幅图中可以明显看出，图像的颜色信

息被压缩或转换为强度信息，算法能够成功地恢复出该图像

的振幅特征，保留其亮度分布。而相位图则展现了与振幅图

不同的特性，主要保留了图像的几何结构和细节信息，尤其

在边缘和轮廓的表现上尤为突出。

对于“狒狒图”的相位图，可以观察到，尽管缺乏原始

图像的颜色和亮度信息，其结构和边缘轮廓依然清晰可辨，

特别是在狒狒的眼睛、嘴巴和脸部轮廓等细节处展现了良好

的恢复效果。这进一步验证了相位信息在描述图像结构方面

的重要作用。

通过对这两张图像的测试结果分析，可以明确地得出结

论：该算法在二维图像上的恢复性能优异，能够有效地分离

并重建振幅和相位信息，展现出较强的适用性和可靠性。

图 4  图像的振幅与相位重构

3  总结

本  文提出了一种基于低频系数近似的光滑共轭振幅流

（FSCG）算法。该算法  通过设计一种光滑的损失函数，避

免了传统方法中梯度突变的问题，从而提升了算法的数值稳

定性和计算性能。与现有方法相比，FSCG 算法不再依赖于

传统的截断和重加权过程，这使得该算法在实现上更加简便，

同时避免了这些操作可能带来的计算复杂度和精度损失。大

量的数值实验表明，FSCG 算法在一维和二维数据中都具有

良好的特性。综合来看，本文所提出的 FSCG 算法为相干衍

射成像中的相位恢复问题提供了一个高效且易于实现的解决

方案，具有较好的实际应用潜力。
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