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左截断右删失下正态分布参数单变点的 bayes 估计
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 摘　要               针对随机变量的寿命试验数据服从正态分布且在缺失数据模型下的情况，对其参数识别以及估计，并应

用到实际生活。在此研究中，首先构建正态分布的似然函数，考虑在左截断右删失数据模型下，使用逆

变换法和筛选法处理缺失数据。然后将缺失数据模型下的似然函数转化为完全数据情况下的似然函数，

可获得变点的位置及其他参数的满条件分布。最后，采用 Gibbs 抽样和 Metropolis-Hastings 算法相结合

的 MCMC 方法获得各参数的 Gibbs 样本，并将其均值作为各参数的贝叶斯估计。结果显示：在相对误差、

MC 误差的准则下，各参数的贝叶斯估计精度都较高。   
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0  引言

变点问题是一个长久并且受到广泛关注的主题，几乎所

有的学者都认同最早关于连续性试验方案的论文是由 Page[1]

在 1954 年发表于 Biornetrika 杂志上的。关于变点问题的分

析可以参看文献 [2-6]。贝叶斯方法因在处理不确定性和复杂

数据结构方面的优势受到关注，特别是存在截断删失数据的

情况下，贝叶斯方法有更强的适应性。正态分布是一种应用

很广泛的连续型分布。例如，电灯丝设备（如白炽灯泡和面

包机加热元件）、集成电路中电线的强度等是服从正态分布

的示例。有关正态分布的研究资料可以参看文献 [7-9]。在寿

命试验中，左侧截断和右侧删失等问题经常出现，导致收集

的数据不完整，对于这种类型的数据，在变点模型下的分析

也备受关注。对左截断右删失数据下变点模型的研究可参看

文献  [10-12]。何朝兵等人 [13-18] 也对在此数据类型下的其他分

布进行了研究。

1  左截断右删失模型

设 (X,Y,T ) 是连续性随机变量，变量 X 的分布函数为

F(x;λ) = P(X ≤ x)，密度函数为 f(x;λ)，在这种情况下，λ 表示

未知参数 ( 或参数向量 )；变量 Y 是右删失随机变量，分布

函数为 G(y)，密度函数为 g(y)；变量 T 是左截断随机变量，

分布函数为 H(t)，密度函数为 h(t)。假设 X,Y,T 是相互独

立且取值都为非负的随机变量。对 n 个试验产品，左截断右

删失模型只有当 Zi ≥ Ti 时，可得到观察数据 (Zi,Ti,δi)，而在

Zi < Ti 下无法得到任何观察值，其中引入变量：

下面求样本的似然函数。
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式中： 1 , 1F F G G= − = − 。为了研究方便，引入示性变量
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2  正态分布的完全数据似然函数

若 x 的密度为 ( )
( )2
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= −∞ < < ∞ > ，则

称 X 服从均值为 μ 方差为 σ2 的正态分布，记 X ～ N(μ,σ2)。

在左截断右删失数据模型下，设产品寿命 X ～ N(μ,σ2)，令 δ

表示 δi 组成的向量，z 表示 zi 组成的向量，记 v=(1,…,vn)。
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由于左截断右删失数据 Xi 在 vi=0 或 vi=1、δi=0 时缺失，

则需分别考虑 vi=0 或者 vi=1、δi=0 两种情况，通过添加数据
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就可以得到完全数据的似然函数，具体如下。

（1）当 vi=1、δi=0 时，添加一个数据 Z1i=X1i=z1i。在

Xi > zi 的条件下，z1i 的条件密度为：

                               （4）

Z1i 条件分布是区间 (zi,+∞) 上的截断正态分布 N(μ,σ2)，

其样本可以表示为：

                               （5）
式中：F 是 N(μ,σ2) 的分布函数，F -1 为反函数，U 为均匀分

布 U(0,1) 的随机样本。在参数已知且符合逆变换法条件的情

况下，利用逆变换法实现对 z1i 的随机生成。

（2）当 vi=0 时，添加一个数据 Z2i=X1i=z2i。在 vi=0 时，

即 min(Xi < Yi) < Ti 的条件下，Z2i 的条件密度函数为：
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由 f(x;λ) 是 xi 的密度函数，Xi 与 Z2i 在有相同的取值且

符合筛选抽样条件的情况下，利用筛选法随机生成 Z2i 的值

z2i，z2i 抽样的具体步骤如下。

①从均匀分布 U(0,1) 中抽取 u，从 f(x;λ) 中抽取 x。

②若 ，则 z2i=x，结束，否则

的话回到步骤①。

令 u1 代表 z1i 构成的向量，u2 代表 z2i 构成的向量，则完

全数据似然函数为：
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式中：

3  正态分布参数单变点的贝叶斯估计

正态分布参数单变点模型为：
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式中：(μ1,σ1
2)(μ2,σ2

2) 互不相等，1 ≤ k ≤ n-1，则此称为参数

 单变点模型。以下是对变点位置 k 和参数 μ1、μ2、σ1
2、σ2

2 进

行贝叶斯估计的具体过程，记 β=(k,μ1,μ2,σ1
2,σ2

2)，则此变点

问题的似然函数为：
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式中：
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下面讨论各参数的先验分布。

（1）对于 k 取无信 息先验分布，可取公式为：

                                             （11）

式中：π(k) 实际上是一种无信息先验分布。

（2）对于 (μi,σi
2) 的先验分布取值，如果无先验信息，按

照贝叶斯假设取无信息先验分布 ，

根据先验信息，如果 μi 与 σi
2 独立，μi 取共轭先验正态分布，

σi
2 取共轭先验伽玛分布，这时它们不再是共轭的先验分布。

根据先验信息，如果 μi 与 σi
2 不独立， (μi,σi

2) 的先验分布取

共轭先 验分布正态 - 伽玛分布。先验分布中的超参数可以利

用先验矩或先验分位数等方法进行确定，充分利用先验信息，

假设通过调节超参数可以使用更加合理的先验分布。

假设现在没有先验信息，所以 k 与 (μi,σi
2) 都可以取无信

息先验分布，即：
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式中：λi = (μi,σi
2)，i = 1,2。

当 vi=1、δi=0 时，则：

( ) ( ) ( )( )
( )( )
1 1 1

1 1 2 1 1
1 1 2

; , 1, 2, ,
, , , , , ; ,

; , 1, ,
i i

i i i i
i i

z z i k
z z z u z z

z z i k n
ψ λ

π β ν δ ϕ β
ψ λ−

=∝ =  = +





 （14）

式中：z-1i = {z1j : j ≠ i}。

当 vi=0 时，则：

( ) ( ) ( )( )
( )( )

2 2 1
2 2 1 2 2

2 2 2

; 1, 2, ,
, , , , , ; ,

; 1, ,
i

i i i i
i

z i k
z z z u z z

z i k n
ψ λ

π β ν δ ϕ β
ψ λ−

=∝ =  = +





（15）

式中：z-2i = {z2j : j ≠ i}。满条件分布中的“条件”用“·”表

示，例如 π(μ1|k,μ2,σ1
2,σ2

2,z,u1,u2,v,δ) 记为 π(μ1|·)。

下面对各参数的满条件分布进行求解。
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式 中： ， 记
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式中：
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   （18）

下面求 σ1
2、σ2

2 的满条件分布。
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k 的满条件分布为：
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由上文可知各参数的满条件分布，则利用 MCMC 方法

在后验分布的稳定状态下得到参数的概率分布。μ1,μ2,σ1
2,σ2

2

的满条件分布为标准形式，则采用 Gibbs 抽样；对于 k 选择

离散型均匀分布。下面详细描述 MCMC 方法的步骤。

首先，确定一个初始点 β(0)=(k(0),μ1
(0),μ2

(0),σ1
2(0),σ2

2(0))，第

t 次迭代估计为 β(t-1)，第 t 次迭代分为以下几步。

（1）当 vi=1、δi=0 时，从分布 抽 ，令 u1
(t)

表示 组成的向量。

（2）当 vi=0 时， 从分布 抽

，令 u2
(t) 表示 组成的向量。

（3） 从 π(μ1|k
(t-1),μ2

(t-1),σ1
2(t-1),σ2

2(t-1), 

z,u1
(t),u2

(t),v,δ) 抽 μ1
(t)。

（4） 从 π(μ2|k
(t-1),μ1

(t-1),σ1
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2(t-1), 

z,u1
(t),u2

(t),v,δ) 抽 μ2
(t)。

（5） 从 π(σ1
2|k(t-1),μ1

(t-1),μ2
(t-1),σ2

2(t-1), 

z,u1
(t),u2

(t),v,δ) 抽 σ1
2(t)。

（6） 从 π(σ2
2|k(t-1),μ1

(t-1),μ2
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2(t-1), 

z,u1
(t),u2

(t),v,δ) 抽 σ2
2(t)。

（7） ，

选分布 q(k1
(t-1),k1' ) 取值为 1,2,…,n(t-1)-1 的离散型均匀分布，

即有 ，令 ，

从 1,2,…,n(t-1)-1 中任意抽取一个 k'，然后由均匀分布 U(0,1)

抽取 u，若 u ≤ α(k(t-1),k' )，则 k(t)=k'，否则 k(t)=k(t-1)。

然后，由以上步骤可得出 k,μ1,μ2,σ1
2,σ2

2 的一个联合样

本 (k(t), μ1
(t),μ2

(t),σ1
2(t),σ2

2(t))，通过进行 t 次迭代 M 次的 Gibbs

抽样过程，即获取 M 个 5 维独立且同分布的随机样本。

最后，设 为一

个容量为 M 的 Gibbs 样本，Gibbs 抽样收敛在第 B 次以后，
由于在初始阶段，数据的波动较大，序列不平稳，会对实验

的最终结果产生不理想的影响。因此，在 计算过程中，需要

舍弃前 M 个样本，用 M-B 个样本的均值作各个参数的贝叶

斯估计，即：
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4  随机模拟

下面进行随机模拟试验，取试验样本为 n=400。

( ) ( )
( ) ( )
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~
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N i
X

N i
=

 =
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右删失变量 Yi ～ N(6,2.5)，左截断变量 Ti ～ N(1.5,0.5)。

则 (k,μ1,μ2,σ1
2,σ2

2) 的 真 实 值 为 (k=150,μ1=0.6,μ2=5,σ1
2=2, 

σ2
2=1.6)。

根据各参数的满条件分布进行 MCMC 模拟，在模拟过

程中，丢弃 10 000 次预迭代，迭代过程从 10 001 次到 20 000

次运行结果如表 1 所示。

在模型分析中 MCMC 的收敛性诊断非常重要。检查多

个独立的 MCMC 链是否收敛到相同的稳定分布，在收敛性

诊断中，得到 缩放 因子诊断值为 0.975，结果接近于 1，这表

示着 MCMC 算法已经收敛良好。不同链之间的变异性不显

著高于链内变异性，所得结果可靠，结果如图 1 所示。

图 1  参数 k 的 Gibbs 迭代抽样过程图

表 1  参数 k,μ1,μ2,σ1
2,σ2

2 的 bayes 估计

参数 真值 均值 MC 误差 相对误差
97.5%
分位数

中位数
2.5%
分位数

k 150 150.912 5 0.041 2 0.006 152 150 147

μ1 0.8 0.810 2 0.003 6 0.012 7 0.851 7 0.808 5 0.770 4

μ2 0.9 0.944 1 0.003 1 0.049 0.983 1 0.943 6 0.840 1

σ1
2 4 3.859 3 0.003 5 0.035 1 4.109 2 3.861 8 3.587 2

σ2
2 1 0.992 7 0.001 4 0.007 3 1.213 0 0.993 1 0.931 6
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5  实证分析

根据 sklean 数据集 [19] 中关于对糖尿病患者进行血糖水

平记录的前 100 个数据进行研究，在记录的过程中，可能因

为临床决策因素、数据采集和记录的偏向性导致删除了某些

数据，利用左截断右删失数据下正态分布参数单变点的贝叶

斯估计方法对现有信息探索数据的规律。

5.1  正态性检验

对糖尿病患者的血糖水平数据记为 Blood Sugar，采用

Shapior-Wilk 检验对所取数据进行正态性检验，假设检验如下。

H0：此组数据服从正态分布。

H1：此组数据不服从正态分布。

利用 Shapior-Wilk 检验方法得到结果如表 2 所示。

表 2  Shapior-Wilk normality test

数据 P-value

Blood Sugar 0.425 1

由表 2 所得，Shapior-Wilk 检验的 P 值大于 0.05，说明

原假设成立，则这组数据服从正态分布。因此，可以利用此

数据对本文所提出的正态分布的未知参数进行估计。

5.2  模型参数的估计

由实证所用数据所得，在模拟过程中，从第 10 001 次开

始到第 20 000 次的运行结果如表 3 所示。

对实证结果进行收敛性诊断，得到缩放因子诊断值为

0.928，说明收敛效果良好，实证数据参数的真实值与参数的

贝叶斯估计值的模拟精度较高，结果如图 2 所示。

图 2  参数 k1 的 Gibbs 抽样迭代过程图

本文研究的应用潜力在于能够在考虑数据缺失的情况

下，准确估计正态分布的参数，为实际生活中的寿命实验和

其他领域的数据分析提供有力工具。
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基于MPI 的 OTP 三角形计数算法研究
龙昌庭 1

LONG Changting    

 摘　要                 在社交网络分析、推荐系统和聚类系数等大规模图分析问题中，计算图中三角形的数量是一项重要的任

务。然而，当面临大量数据以及子图之间存在重复的三角形结构时，计算变得困难且具有挑战性。因此，

图数据的分布式计算变成了研究热点。提出一种基于 OTP 三角形计数算法的 MPI 优化算法，OTP 算法

是基于 MapReduce 框架的三角形计数算法，但在三角形数量的计算过程中，计算时间仍然过长。通过

实验结果的分析，发现优化后的算法相较于现有算法，在计算时间上显著缩短 10 ～ 40 倍，特别是在处

理非常大规模图时。这一优化进一步弥补了现有算法在执行时间性能方面的不足。   

 关键词                  图划分；三角形计数；分布式计算；邻接表；MapReduce；消息传递     
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0  引言

近年来，随着互联网信息技术的迅速发展，各行各业产

生了大量的数据。图这种特殊的数据结构，不仅可以存储数

据本身，还可以存储数据之间的复杂关联关系，因此受到了

学术界和工业界的广泛关注。图可以表示许多重要的数据，

如社交网络、生物信息网络、交通网络等，分析图数据可以

得到重要的洞见。学术界研究图挖掘算法，以发现图数据中

的模式和规律。工业界利用图分析技术，获得重要的商业智

能，改进决策。总之，图作为一种关键的数据结构，能表示

现实世界的复杂关系，分析图数据可以获得重要知识，因此

研究图数据具有重要意义，受到学术界和工业界的广泛重视。

三角形数量是图分析中的一个重要任务，它主要用于识

别和计算图中存在的三角形结构。通过对三角形数量的研究，

可以度量网络的聚类系数，即节点之间的紧密程度。聚类系

数可以帮助理解网络的群体结构、信息传播和社交影响力等，

三角形数量是研究和分析复杂网络的重要指标 [1]。在异常检

测 [2] 中，也可以通过计算图中的三角形数量和分布情况，可

以发现与正常情况不符的异常模式，在推荐系统 [3] 中，通过
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