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基于改进反正切函数的变步长 LMS算法研究
李典航 1  王申营 1  程  骏 1  彭云锋 1  邹腾跃 1

LI Dianhang   WANG Shenying   CHENG Jun   PENG Yunfeng   ZOU Tengyue    

 摘　要               固定步长的自适应滤波降噪算法（LMS）的步长选择直接影响滤波性能。为此，文章提出了一种基于反

正切函数的变步长 LMS 算法。该算法通过引入指数函数并对反正切函数进行平移变换，使得步长在误

差趋于零时自适应减小，从而降低稳态误差。在 MATLAB 仿真环境下，分析了不同变步长 LMS 算法

的步长变化曲线及均方误差（MSE）。仿真结果表明，相较于传统的 Sigmoid 变步长、箕舌线变步长及

反正切的变步长方法，所提出的改进反正切变步长 LMS 算法具备更快的收敛速度和更高的滤波精度。   
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0  引言

自适应滤波算法作为信号处理中的一种重要工具，广泛

应用于噪声抑制、回声消除、系统辨识等领域。经典的最小

均方误差（LMS）算法因其简单、易于实现的特点，被广泛

采用。然而，LMS 算法的性能往往受到步长参数选择的影响。

步长过大会导致收敛速度过快，系统不稳定；而步长过小则

会导致收敛速度过慢，影响实时性能。因此，如何选择合适

的步长成为影响 LMS 算法性能的关键因素之一。

为应对这一问题，近年来提出了多种变步长 LMS（最小

均方）算法。与此同时，为避免步长选择不当导致滤波系统

性能下降，诸多学者提出了基于变步长的 LMS 算法 [1]。该

算法通过建立步长因子与误差信号之间的非线性函数关系，

使得滤波系统能够同时实现较快的收敛速度、较高的跟踪精

度，并且保持较小的稳态误差。肖玮等人 [2] 提出了一种基于

Sigmoid 函数的变步长 LMS 算法，旨在解决特定问题。然而，
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Sigmoid 函数需要进行指数运算，计算量较大，导致其在实

际应用中存在一定的效率瓶颈。随后，郭辰锋等人 [3] 提出了

一种基于箕舌线的变步长 LMS 算法，通过有效降低计算复

杂度，解决了前述问题。接着，韩啸等人 [4] 提出了一种基于

反正切函数的变步长 LMS 算法。与 Sigmoid 函数和箕舌线方

法相比，反正切函数在收敛速度和稳态误差上表现更优，但

仍然存在进一步优化的空间。

针对上述问题，本文对基于反正切函数的变步长 LMS

算法进行了有效改进，提出了一种新的变步长 LMS 算法。

通过引入指数函数并对反正切函数进行平移变换，优化步长

的自适应调整机制，从而有效降低稳态误差，并提高了滤波

器的整体性能。

1  自适应滤波算法 LMS 理论

经典 LMS 算法采用固定步长的方式，具有简单、计算

效率高、稳定性较好，其典型结构如图 1 所示。

图 1  LMS 典型结构图

X(n) 为输入信号，X(n)=[x(n),x(n-1),…,x(n-L)]T；y(n) 为

X(n) 经过滤波器的结果；w(n) 为 n 次迭代后的权重系数，

。

                                                    （1）

e(n) 为误差信号，是目标信号是 d(n) 与 y(n) 之差。

                                       （2）

将误差信号 e(n) 的均方值最小作为最优的统计准则，定

义代价函数 J(n)。

                                                        （3）

根据代价函数 J(n) 的梯度方向调整滤波器权重，以寻找

最小化代价函数的最优权重系数。通过沿着负梯度方向进行

调整，滤波器能够逐步接近最优状态。

                       
         （4）

因此梯度下降算法的权重更新规则：

                              （5）

式中：u 为步长，固定步长 LMS 自适应滤波算法步长为固定

值。为保证算法的稳定性和收敛性 u 取值范围 [0,1/λ]；λ 是

x(n) 自相关矩阵的最大特征值。步长的选择是经典 LMS 算法

中的一个关键问题。如果步长选择过大，可能导致算法不稳

定或者无法收敛；而步长选择过小，则会导致算法收敛速度

慢，需要更多的迭代次数才能达到期望的性能。常见的做法

是通过试验和经验来选择合适的步长值。

2  变步长 LMS 算法

2.1  基于 Sigmoid 的变步长 LMS 算法

为同时满足收敛速度和收敛精度的问题，在变步长

LMS 算法中常采用 Sigmoid 函数构建 μ(n) 与 e(n) 之间的

非线性关系。这种方法使学习率能够根据实时的误差信号

动态调整，从而在算法迭代过程中平衡了收敛速度和收敛

精度的要求。当误差信号较大时，学习率相应增大，有利

于加速收敛过程以尽快达到期望的输出结果；而当误差信

号较小时，学习率减小，有助于稳定收敛并防止过拟合现

象的发生。这种自适应调整学习率的机制使得算法能够更

加灵活地适应不同信号和噪声环境，提高了算法的稳定性

和收敛性。

文献 [5] 根据 Sigmoid 函数和变步长的思想，提出一种

经典的 SVSLMS 算法，记为算法 SVSLMS-1。其 μ(n) 与 e(n)

之间的非线性关系，用公式表示为：

                            （6）

式中：α 为控制函数形状的常数；β 为控制函数取值范围的

常数。但是其在零点处的步长变化较大。针对此问题，文献 [6]

提出一种新的 SVSLMS 算法，记为算法 SVSLMS-2。

                            （7）

文献 [7] 提出了一种新的解决方案。将式（1）作为调节

因子提出一种新的变步长函数，记为算法 SVSLMS-3。 

                    （8）

上述三种算法都利用 Sigmoid 函数建立 μ(n) 与 e(n) 的

关系，为了更直观地对上述三种算法进行性能对比，可以

通过绘制步长与误差的关系图来展示不同步长下滤波器误

差的变化。可以更清晰地体现各算法在收敛速度和稳定性

方面的性能差异。SVSLMS 的步长与误差的关系如图 2 所

示。由图 2 可以看出三种算法都可以快速收敛。SVSLMS-2

虽然相比 SVSLMS-1 在零点处的步长变化更缓慢、稳定性

更好，但是拥有更小的步长变化，收敛速度慢。SVSLMS-3
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算法的提出相比于 SVSLMS-1 有着更快的收敛速度，但稳

定性较差。SVSLMS-1 算法在收敛速度和稳定性之间达到

了一种平衡状态，步长变化和稳定性相对于 SVSLMS-2 和

SVSLMS-3 而言都处于中等水平。
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图 2  步长与误差函数曲线

2.2  基于箕舌线的变步长 LMS 算法

由于 Sigmoid 函数需要指数计算，导致 SVSLMS 算法的

计算量较大。针对此问题，文献 [8] 提出基于箕舌线的变步

长 LMS 算法（TCLMS），利用平方项代替指数函数，算法

记为 TCLMS-1，用公式表示为：

                                           （9）

式中：a 为幅值系数；b 为箕舌线形状控制系数。上述算法可

能受到输入信号中的噪声干扰的影响。文献 [9] 提出一种改

进的方法是引入 e(n) 和 e(n-1) 的自相关估计，以此在存在不

相关噪声时更有效地调整步长。经过测试发现算法未完全收

敛时，步长因子会过早减小，导致收敛速度变慢。针对此问题，

文献 [10] 引入补偿项。记为 TCLMS-2，最后形成的步长更

新公式为：

          （10）

上述算法虽然提高了抗噪性能，但是增大了失调量。文

献 [11] 针对此问题提出一种改进算法记为 TCLMS-3。

                        （11）

三种 TCLMS 的算法步长与误差的关系如图 3 所示。由

图 3 可以看出 TCLMS 相比于 SVSLMS 减少了计算量，仍然

可以快速完成收敛。TCLMS-1 相比于 TCLMS-3 有更大的步

长、更快的收敛速度，TCLMS-1 和 TCLMS-2 的收敛速度相

差不大。但是相比于二者，TCLMS-1 在零点处的步长变化更

缓慢，稳定性更强。
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图 3  步长与误差函数曲线

2.3  基于反正切的变步长 LMS 算法

选择反正切函数作为步长与误差的关系式（AVSLMS），

可以有效地减少计算量。反正切函数的曲线形状与 Sigmoid

函数相似，这种相似性有助于在LMS算法中更好地控制步长，

即在模型参数更新时更精确地调整学习率，从而提高算法的

收敛性和稳定性。

文献 [11] 同样为解决反正切的变步长 LMS 算法的抗

干扰性弱的问题，引入 e(n) 和 e(n-1) 的自相关估计，记为

AVSLMS-1。

                          （12）

文献 [12] 提出的基于反正切的变步长 LMS 算法的步长

公式为，记为 AVSLMS-2。

                                     （13）                 

文献 [13] 则在反正切的基础上添加了具有控制步长大小

的反馈关系式，记为 AVSLMS-3。

                             （14）

                                                  （15）

将 a(n) 当作是跟当前误差值与前一次误差值的比值的平

方成正比的一个变量。

三种 AVSLMS 的步长与误差的关系图如图 4 所示。
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图 4  步长与误差函数曲线

由图 4 可以看出，AVSLMS 也是变步长 LMS 的一种解

决方案。AVSLMS-1 有着更快地收敛速度，AVSLMS-2 在零
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点处的下降更缓慢，收敛后的稳定性更好。AVSLMS-3 则设

计的参数更少。三种算法都有较大改进空间，但不能同时兼

顾稳定性和收敛速度。

2.4  改进的反正切变步长 LMS 算法

针对上述变步长 LMS 算法的缺点，利用反正切函数结

合文献 [14] 的思想提出一种改进算法。对反正切函数进行平

移变换，使得误差趋于零时步长更小，以降低稳定误差，记

为 AVSLMS-d，分别用公式表示为：

      （16）

                                                  （17）

AVSLMS-d 算法通过引入变量 d(n)，采用指数函数计

算，以更好地调控步长变化。相较于传统反正切算法，

AVSLMS-d 在优化上有所突破。其主要改进包括结合两个反

正切函数，用于调节步长。这一调整使得算法在误差接近零

时，步长缩小，从而降低了稳定误差。该算法具有更强的误

差响应性，更低的稳定误差，并且能够更灵活地调节参数。

探究参数 β、α、r、δ 对步长与误差关系曲线的影响，通过控

制变量法分别对 4 个参数进行测试，如图 5~ 图 8 所示。β 主

要控制步长的大小、α控制曲率、r 和 δ 控制在零点的收敛速

度，综合考虑收敛速度和稳定性，改进算法 AVSLMS-d 参数

设置为 β=0.5、r=2、δ=1、α=20。
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图 5  不同 β 数值步长与误差函数曲线

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
误差e(n)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

步
长
因
子

u(
n)

β=0.5,r=2,δ=1

α=5
α=20
α=40

β=0.5，r=2，δ=1

图 6  不同 α数值步长与误差函数曲线
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图 7  不同 r 数值步长与误差函数曲线
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图 8  不同 δ 数值步长与误差函数曲线

将 AVSLMS-d 算法与上述基于反正切的变步长 LMS 算

法进行对比，其步长与误差函数曲线如图 9 所示。
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图 9  步长与误差函数曲线

由图 9 可知，本文提出的改进算法 AVSLMS-d 相比于

AVSLMS-1、AVSLMS-2、AVSLMS-3 的算法，有着更大的

步长变化、更快的收敛速度，且在收敛后的性能也更加稳定。

可以得出结论，AVSLMS-d 算法在步长变化、收敛速度和稳

定性方面都表现出优势。
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3  不同 LMS 算法性能对比测试

通过仿真对比基于 Sigmoid 函数、箕舌线、反正切的变

步长LMS算法以及改进的变步长LMS算法在MSE上的性能。

起始有限冲激响应滤波器的系数为 [0.8,0.5]，迭代 500 次时，

滤波器系数突变 [0.4,0 .2]。在信噪比为 30 dB 的环境下，上

述各算法的均方误差对比如图 10 所示。
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图 10  各算法的均方误差对比图

结果表明，AVSLMS-d 算法的 MSE 收敛速度明显快于

其他算法。这意味着在相同的迭代次数下，AVSLMS-d 能够

达到更低的误差水平，从而提高了滤波器的准确性和效率。

且 AVSLMS-d 算法在收敛后趋于稳定，展现出良好的性能表

现。

4   结语

本文通过对比 Sigmoid 函数 、箕舌线函数、反正切函数

的变步长 LMS 算法以及改进的反正切变步长 LMS 算法，验

证了改进算 法在收敛性能上的优势。在MATLAB仿真环境下，

通过分析步长与误差函数曲线，证明了改进的反正切变步长

L MS 算法在收敛速度和收敛精度方面均优于其他反正切变步

长 LMS 算法。此外，通过对比不同 变步长 LMS 算法的均方

误差（MSE），进一步验证了改进算法在滤波性能上的优越性。

总而言之，本 文提出的改进变步长 LMS 算法能够快速

且稳定地完成滤波任务，为实时信号处理、声源定位等领域

提 供了有力的支持。
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